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Teil 1

Elementares

Vorwort
Sprachgebrauch
In der elementaren Geometrie ist es üblich, sich nicht verklausuliert auszudrücken, sondern
so, dass die Dinge verstanden werden können, wie sie sich anhören. Wird also z.B. von einem
Dreieck gesprochen, so ist der Sonderfall, bei dem die drei Eckpunkte auf einer Geraden
liegen, ausgeschlossen. Wenn man  z.B. von zwei Punkten  P, Q  spricht, so ist auch der Fall
P=Q  ausgeschlossen, usw. Dies ist ein Unterschied zur üblichen Mathematik, bei der man
aus formal logischen Gründen z.B. bei: " Seien  P, Q  Punkte ... "  auch den Fall  P=Q
einschliesst. Allerdings sollte man auch in der normalen Mathematik immer zwei
verschiedene Punkte meinen, wenn man von zwei Punkten spricht, denn letztlich ist  2  ein
Zahlwort und keine logische Floskel.

Der  ¸3  als Modellierung unserer Raumvorstellung
Der mathematisch ungeschulte Mensch hat eine Raumvorstellung, welche individuell
verschieden und unklar ist. Dies kann man durch Fragen an den mathematisch naiven
Menschen belegen:

1. Schneiden sich zwei parallele Geraden im Unendlichen? Wenn ja, warum?
2. Gibt es auf einer Geraden Punktepaare, welche unmittelbar benachbart sind?
3. Bilden die Punkte einer Geraden, welche im Unendlichen liegen, eine 1-elementige oder
eine 2-elementige Menge?
4. Bildet das Unendliche einer Ebene

I. die leere Menge ?
II. einen Kreis ?
III. eine Gerade ?

usw., usw., 9 .
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Um solche Fragen eindeutig beantworten zu können, verwendet man in der Geometrie
arithmetische (=auf Zahlen basierende)  Modellierungen des Raumes, welche je nach der
vorgesehenen Anwendung der Geometrie verschieden ausfallen können. Die grundlegenden
Eigenschaften einer solchen Modellierung werden in sog. Axiomensystemen zusammen-
gefasst, was bedeutet, dass diese Eigenschaften nicht bewiesen werden, sondern als eine
Abstraktion der räumlichen Anschauung angesehen werden. Es ist üblich, von einem
Axiomenystem zu verlangen, dass sich kein Axiom des Systems durch Folgerungen aus den
anderen Axiomen des Systems herleiten lässt. Dadurch werden aber die Axiome des Systems
sehr oft gerade nicht zu den Aussagen, welche man durch unmittelbare Anschauung oder
Erfahrungen des Räumlichen gewinnt. Weiters ist es meistens mühselig,  von den Axiomen
zu den Sätzen zu kommen, welche dann einen raschen Aufbau der Geometrie erlauben. Für
die Schule taugt ein axiomatischer Aufbau der Geometrie also kaum, wenn dieser dort auch
immer wieder versucht wurde und wird.

Steht man auf dem empfehlenswerten Standpunkt, dass die Ebene gleich dem euklidischen
¸2  mit seinen Punkten, Abständen, Geraden, Winkeln, 9 ist, so hat man die Problematik
der Wahl der Axiome vollständig vermieden, denn alle Axiome der ebenen Geometrie zeigen
sich dann im Gewande von Definitionen oder Theoremen. Bei einer Definition wird ein neuer
Begriff auf schon vorhandene Begriffe zurückgeführt. Ein Theorem kann immer als ein Satz
über den  ¸2  bewiesen werden. Die Beweisarbeit kann man sich in der Schule aber oft
sparen, weil viele der Theoreme anschaulich klar sind.
Man verwechsle aber ein anschaulich begründetes Theorem nicht mit einem Axiom.

Will man einen geometrischen Satz beweisen und kann man beim Beweis nicht auf schon
gewonnene Sätze zurückgreifen, so ist es notwendig, auf die Definitionen der in dem zu be-
weisenden Satz vorkommenden geometrischen Begriffe zurückzugreifen. Dies kann aber nur
dann mit Nutzen geschehen, wenn diese Definitionen kohärent (d.h. auf dem gleichen
Begriffsapparat beruhend) vorliegen. Hier merkt man die größten Mängel in der Schule und
aber auch auf der Hochschule. So hängen dann z.B. die Begriffe bezüglich Winkel und Win-
kelfunktionen, Begriffe der Lage, des Umlaufsinnes und der Topologie (wie aussen und
innen) völlig vereinzelt in der Luft und bei Beweisen, bei welchen auf die Definitionen dieser
Begriffe zurückgegriffen werden müsste, kommt es zu abrupten Abstürzen in die Niede-
rungen der anschaulichen Erfahrungsargumentationen. Als der allen Definitionen, Sätzen und
Beweisen der Elementargeometrie zu grunde liegende Begriffsapparat eignet sich, wie schon
gesagt, die arithmetisierte Fassung der Ebene als  ¸2.

Es ist aber von unschätzbarem Vorteil, vor der arithmetischen Modellierung der elementaren
Geometrie, die elementare Geometrie auf einem naiven zeichnerischen Niveau kennen zu ler-
nen. Ein Hauptteil der Thematik dieses Buches ist diesem ersten Zugang gewidmet.
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Der  ¸2
  als Modell der euklidischen Ebene

Wir stellen uns also auf den Standpunkt, dass wir die euklidische Ebene kennen und dass sie
gleich dem  ¸2  ist. Damit ist die euklidische Ebene gleich der Menge

E≠¸2={(a, b):a, bæ¸}.
Die Elemente der Menge  E  also die Elemente  (a, b)  von  ¸2  heissen die Punkte der
euklidischen Ebene.
Sind  a, b, gæ¸  und ist  (a, b)£(0, 0), so heisst die Teilmenge

g≠{(x, y):a.x+b.y+g=0}  eine Gerade in der euklidischen Ebene.
Wir sagen, dass ein Punkt  P=(x0, y0)   auf der Geraden  g  liegt (=Inzidenz), wenn
Pæg, also wenn

 a.x0+b.y0+g=0  gilt.

Jede Gerade enthält unendlich viele Punkte, denn ist z.B.  a£0, so wähle man  y0  beliebig
und dazu  x0=-(b.y0+g )/a  und hat dann mit   P=(x0, y0)  einen Punkt, welcher auf der
Geraden liegt. Wählt man für  y0  zwei verschiedene Werte, so bekommt man offensichtlich
zwei verschiedene Punkte  P0.

Sind  g  und  g@  Geraden, so sind sie gleich, wenn sie als Mengen gleich sind. Dies ist
genau dann der Fall, wenn mit

g≠{(x, y):a.x+b.y+g=0}  und
g@≠{(x, y):a@.x+b@.y+g@=0}

ein  l£0  gibt, sodass
a@=l.a, b@=l.b  und  g@=l.g.

Obwohl die Punkte einer Geraden  g  also durch unendlich viele Gleichungen beschrieben
werden, ist es üblich, jede dieser Gleichungen als  "die Gerade  g"  zu bezeichnen, anstatt
genauer sie als "eine Gleichungen der Geraden  g  zu benennen.

Sind  A, B  zwei (wir meinen natürlich "verschiedene") Punkte einer Geraden, so bezeichnet
man den Vektor  A-B  als einen Richtungsvektor der Geraden.

Geraden  g  und  g@  bezeichnet man als parallel (g…g@), wenn es ein  l£0  gibt, sodass
a@=l.a, b@=l.b  aber  g@£l.g (wir stellen uns also auf den in der Schule

üblichen Standpunkt, dass wir eine Gerade  g  nicht als parallel zu sich selbst bezeichnen).

Satz:  Das Schnittgebilde  gÆg@  von Geraden  g  und  g@  ist entweder
(1) die Gerade  g, wenn nämlich  g=g@, oder
(2) die leere Menge  Ø,  wenn nämlich  g  und  g@  parallel sind, oder
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(3) der Punkt  P=(x0, y0), wenn nämlich  (x0, y0)  die einzige existierende
Lösung des Gleichungssystems

(3) a.x+b.y+g=0  und
(4) a@.x+b@.y+g@=0  ist.

(1) (2) (3)

g=g@

g g

g@

(x0, y0)g@

G222

Beweis: Rein logisch gibt es nur die beiden sich ausschliessenden Eventualitäten
(a) (a@, b@, g@)=(l.a, l.b, l.g)  mit einem passenden  l£0  oder
(b) (a@, b@, g@)£(l.a, l.b, l.g)  für alle  l£0.
Der Fall  (a)  liegt vor, genau dann wenn  g=g@. Dann ist  gÆg@=g.
Der Fall  (b)  zerfällt wiederum rein logisch in die beiden Unterfälle
(b1) (a@, b@)=(l.a, l.b)  für ein passendes  l£0  und
(b2) (a@, b@)£(l.a, l.b)  für alle  l£0.
Im Fall  (b1), wenn also

(a@, b@)=(l.a, l.b)  für ein passendes  l£0, muss für dieses l  die Ungleichung
g@£l.g  gelten, sonst läge ja der Fall  (a)  vor. Dieser Fall  (b1)  liegt also genau dann vor,
wenn  g  und   g@  parallel sind.  Ist nun  P=(x0, y0)æ¸2  so, dass  Pæg, also

a.x0+b.y0+g=0, dann ist  g=-a.x0-b.y0.
Daraus folgt

g@£l.g=-l.a.x0-l.b.y0=-a@.x0-b@.y0, also
a@.x0+b@.y0+g@£0, was bedeutet, dass  P  nicht auf  g@  liegt.

In diesem Fall ist also  gÆg@=Ø.
Im Fall  (b2)  haben wir natürlich auch als Grundvoraussetzung
(5) (a, b)£(0, 0)  und  (a@, b@)£(0, 0). Weiters haben wir
(6) (a@, b@)£(l.a, l.b)  für alle  l£0.
Daher kann in diesem Fall  nicht  a=a@=0  sein, weil sonst  b£0  und  b@£0  sein müsste
und daher mit  l≠b@/b  die Beziehung (a@, b@)£(l.a, l.b)  folgen würde.
Wir dürfen daher ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass  a£0. Nun folgt
mit  m≠a@/a, dass

(a, b)-m.(a@, b@)=(0, w)  und es muss  w£0  sein, denn sonst wäre
(a@, b@)=m.(a, b),

wobei aber  m=0  wegen  (5)  und  m£0  wegen  (6)  nicht auftreten kann.
Zählen wir also das  m=a@/a-fache der Gleichung a.x0+b.y0+g=0 von der Gleichung
a@.x+b@.y+g@=0  ab, so bekommt die zweite Gleichung die Form
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(G2) 0.x+w.y=g@-a@/a.g  und die Lösungsmenge von  (3)  und  (G2)  ist dieselbe,
wie die von  (3)  und  (4).
Zählen wir nun noch das  b/w-fache der Gleichung  (G2)  von der Gleichung  (3)  ab, so
bekommt  (3)  die Form
(G1) a.x+0.y=g-b/w.(g@-a@/a.g)  und die Gleichungen  (G1)  und  (G2)  haben
dieselbe Lösungsmenge, wie die Gleichungen  (3)  und  (G2), also auch dieselben Lösungen
wie die ursprünglichen Gleichungen  (3)  und  (4). Somit wird also unsere Lösungsmenge
durch die Gleichungen
(G1) a.x+0.y=g-b/w.(g@-a@/a.g)  und
(G2) 0.x+w.y=g@-a@/a.g   beschrieben und es folgt daher eindeutig

x0=(g-b/w.(g@-a@/a.g))/a  und  y0=(g@-a@/a.g )/w.  ˝

Satz:  Ist  g  eine Gerade in der Ebene  ¸2  und  ist  P=(x0, y0)  ein Punkt in der Ebene   ¸2,
welcher nicht auf der Geraden  g  liegt, so gibt es genau eine Gerade  g@, auf der  P  liegt und
welche zu  g  parallel ist.
Beweis:  Die Punkte  (x, y)  der Geraden  g  mögen durch die Gleichung
(3) a.x+b.y+g=0  beschrieben werden. Da  P  nicht auf  g  liegt,  gilt

a.x0+b.y0+g£0.
Wählen wir  a@≠a, b@≠b  und  g@≠-(a.x0+ b.y0), so ist leicht erkennbar
(4) a@.x+b@.y+g@=0  eine Gleichung, welche eine Gerade  g@  beschreibt, die zu  g
parallel ist und auf der  P  liegt. Denn es ist mit  l≠1

a@=l.a, b@=l.b  und  g@£l.g  und es gilt
(5) a@.x0+b@.y0+g@=0.
Eine zweite zu  g  parallele Gerade  g”  auf der  P  liegt, müsste einer Gleichung der Form
(6) a”.x+b”.y+g=0  zugeordnet sein, sodass
 a”=l.a, b”=l.b  und  g”£l.g   für ein passendes  l£0  gilt und dass

a”.x0+b”.y0+g”=0.
Multiplizieren wir die Gleichung  (6)  mit  m≠1/l,  so geht sie in

a.x+b.y+g*=0  über und beschreibt ebenfalls die Gerade  g”.
Da der Punkt  P=(x0, y0)  auf der Geraden  g”  liegt, muss

a.x0+b.y0+g*=0  gelten  und wegen  a@=a  und  b@=b   ergibt der Vergleich
mit  (4), dass  g@=g*  und daher   g@=g”  ist. ˝

Dieser Satz wird als das Parallelenaxiom der euklidischen Geomerie bezeichnet. Ein
Axiom ist dieser Satz aber nur, wenn man die euklidische Ebene nicht als  ¸2  auffasst und
daher im Weiteren nicht die hier getätigten Defintionen über Punkte, Geraden, Paralleln usw.
verwenden kann und wenn man darauf angewiesen ist, das Parallelenaxiom als anschaulich
klar (d.h. der Anschauung entsprechend)  zu postulieren.

Satz:  Sind  A=(a1, a2)  und  B=(b1, b2)  zwei Punkte, so gibt es genau eine Gerade  g, auf
der diese beiden Punkte liegen (Fwelche durch die beiden Punkte geht).
Beweis: Man findet für diese Gerade g  leicht eine sog. Parametrisierung
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g≠{P:P=A+t.(B-A), tæ¸}. Aus dieser Parametrisierung bekommt man
eine Gleichung, welche die Gerade beschreibt, indem man P=A+t.(B-A)
komponentenweise anschreibt, also mit  P=(x, y)  das Gleichungssystem

x=a1+t.(b1-a1)  und  y=a2+t.(b2-a2)  bekommt.
Da  A£B, muss  (b1-a1)£0  oder  (b2-a2)£0  sein. Ist z.B.  b1-a1£0, so bekommen
wir  t=(x-a1)/(b1-a1)  und setzen dann dieses t  in die zweite Gleichung ein (Elimination
des Parameters  t)  und bekommen so die gewünschte Gleichung für  g, welche offensichtlich
durch die beiden Punkte  A  und  B  erfüllt wird.
Gäbe es zwei verschiedene Geraden  g  und  g@, auf denen   A  und  B  liegen, so könnten
diese keinen Schnittpunkt haben, weil sonst dieser eindeutig wäre und somit nicht gleich  A
und gleich  B  sein könnte. Die Geraden  g  und  g@  wären also parallel und häten daher
keinen Punkt gemeinsam - insbesondere nicht  A  und  B.

Mit etwas linearer Algbra kann man leicht grundlegende Sätze beweisen, bzw. mit Hilfe
grundlegender geometrischer Sätze die Anfangsgründe der linearen Algebra veran-
schaulichen. Dazu der nächste Satz.

Satz: Seien  g, g@  parallele Gerade und auch  h, h@  parallele Gerade, welche das erste
Geradenpaar in Punkten  A, B, C, D (siehe Skizze)  schneiden. Dann gilt

|A, B|=|C, D|  und  |A, D|=|B, C|.

g@

h@

g

h G248

A

B

C

D
X

Y

U

V

Beweis: Sei  D-AFU, C-BFV, B-AFX, C-DFY.
Dann gilt  V=l.U  und  Y=m.X  mit  l, mæ¸. Weiters gilt

(B-A)+(C-B)+(D-C)+(A-D)=0  (geschlossene Vektorkette).
Dies bedeutet

X+l.U-m.X-U=0, also  (1-m).X+(1-l).U=0.
Weil nun  X  und  U  linear unabhängig sind, folgt  (1-m)=0  und  (1-l)=0, also

l=m=1  und somit  V=U  und  X=Y.
Nun ist

|A, B|=…X…=…Y…=|C, D|  und  |A, D|=…U…=…V…=|B, C|. ˝

Für einen Schüler dürfte aber dieser Satz anschaulich unmittelbar klar sein und sollte
deswegen keines Beweises bedürfen.
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Wir haben nun gesehen, dass die originalen Axiome von Euklid in der Schule und auf der
Hochschule beweisbare Sätze sind, weil dort ein arithmetisches Modell (nämlich der  ¸2)
dieser Axiome als Grundlage der Geometrie gewählt wird.
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Vektoren und Winkel im  ¸2

Drehungen

7Punkte  A=(a1, a2)æ¸2  werden auch als Vektoren   (a1

a2

)

oder einspaltige, 2-zeilige Matrizen aufgefasst. Wir haben also

(a1, a2)¢(a1

a2

).

7Sind  læ¸  und ist  A=(a1, a2)æ¸2, so ist das Produkt des Vektors  A  mit dem Ska-
lar  l  gleich

l.A=(l.a1, l.a2)æ¸2.
Sind  A=(a1, a2), B=(b1, b2)æ¸2, dann ist das innere Produkt

«A, B»≠«A|B»Fa1.b1+a2.b2  und das Kreuzprodukt ist

AfiB≠a1.b2-a2.b1=Det (a1

a2

b1

b2

)=Det (a1

b1

a2

b2

).

7Hat man eine Drehmatrix, also eine Matrix der Form

D=(cos (a)

sin (a)

-sin (a)

cos (a)
)  mit  aæ¸  gegben,

so gelten für alle Vektoren  A=(a1, a2), B=(b1, b2)æ¸2  und für alle  læ¸   die Be-
ziehungen
(1) D.(l.A)=l.(D.A)
(2) «D.A, D.B»=«A, B»
(3) D.AfiD.B=AfiB.
Beweis: (1)  ist sehr leicht nachzurechnen.
ad (2): «D.A, D.B»=

«(cos (a)

sin (a)

-sin (a)

cos (a)
).(a1

a2

), (cos (a)

sin (a)

-sin (a)

cos (a)
).(b1

b2

)»=
=((a1.cos (a)-a2.sin (a)

a1.sin (a)+a2.cos (a)
), (b1.cos (a)-b2.sin (a)

b1.sin (a)+b2.cos (a)
))=

=a1.b1.cos2 (a)-a1.b2.cos (a).sin (a)-a2.b1.cos (a).sin (a)+
+a2.b2.sin2 (a)+a1.b1.sin2 (a)+a1.b2.sin (a).cos (a)+
+a2.b1.sin (a).cos (a)+a2.b2.cos2 (a)=a1.b1+a2.b2=«A, B».
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ad (3):

D.AfiD.B=(cos (a)

sin (a)

-sin (a)

cos (a)
).(a1

a2

)fi(cos (a)

sin (a)

-sin (a)

cos (a)
).(b1

b2

)=

=(a1.cos (a)-a2.sin (a)

a1.sin (a)+a2.cos (a)
)fi(b1.cos (a)-b2.sin (a)

b1.sin (a)+b2.cos (a)
)=

=a1.b1.cos (a).sin (a)+a1.b2.cos (a).cos (a)-
-a2.b1.sin (a).sin (a)-a2.b2.sin (a).cos (a)-
-a1.b1.sin (a).cos (a)+a1.b2.sin (a).sin (a)-
-a2.b1.cos (a).cos (a)+a2.b2.cos (a).sin (a)=
=a1.b2-a2.b1=AfiB. ˝

7Sind  A, Bæ¸2  zwei Punkte, so heisst die Menge
AB={P:P=l.A+(1-l).B, 0≤l≤1}  die Strecke von  A  nach  B, oder kurz

die Strecke  AB. Wir verwenden  AB  aber auch um die Gerade zu bezeichnen, auf der  A
und  B liegen. Was jeweils gemeint ist, geht aus dem Zusammenhang hervor.

7Die Länge einer Strecke  AB  mit  A=(a1, a2), B=(b1, b2)æ¸2  ist durch
|A, B|≠…A-B…≠√(a1-b1)2+(a2-b2)2  definiert.

7Insbesondere ist der Abstand des Punktes  A  von Ursprung  o=(0, 0)  gleich
|A, o|=…A-o…=…A…=√«A, A»=√a1

2+a2
2.

7Liegen drei Punkte  A, B, C  auf einer Geraden  g, so sagt man, dass  B  zwischen  A  und
C  liegt, wenn

|A, B|+|B, C|=|A, C|.

7Die Punkte der Strecke AB, welche ungleich  A  und  ungleich  B  sind, sind die Punkte auf
der Geraden  AB, welche  zwischen  A  und  B  liegen.

7Sind  A  und  B  zwei Punkte im  ¸2, so liegt der Punkt  M≠(A+B)/2  auf der Strecke
AB  und es ist   |A, M|=|M, B|. Er heisst Mittelpunkt von  A  und  B.

7Die durch eine Drehmatrix

D=(cos (a)

sin (a)

-sin (a)

cos (a)
)  mit  aæ¸

definierte lineare Abbildung
d:¸2–¸2:A—D.A

wird als eine Drehung der Ebene  ¸2  (im Uhrzeigersinn) um den Ursprung und um den
Winkel mit dem Mass  a  bezeichnet.
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Diese Definition ist folgendermassen zu motivieren:
Es gilt für alle  Aæ¸2

…d(A)…=…D.A…=√«D.A, D.A»=√«A, A»=…A….
Daher hat  D.A  denselben Abstand vom Ursprung wie  A.
Weiters gilt für alle  A, Bæ¸2

|d(A), d(B)|=|D.A, D.B|=…D.A-D.B…=…D.(A-B)…=
=…A-B…=|A, B|.

Das heisst, dass der Abstand von Punkten  A, B  bei der Abbildung  d  erhalten bleibt. Damit
kann es sich bei der Abbildung  d  nur mehr um etwas handeln, was im bürgerlichen Alltag
als eine Drehung oder als eine Spiegelung bezeichnet wird. Wir werden aber noch
Spiegelungen als etwas definieren, was für unsere Abbildung  d  nicht zutrifft. Somit können
wir hier den bürgerlichen Begriff der Drehung als eine solche Abbildung  d  im  ¸2

modellieren.
Bei dieser Gelegenheit sollten wir hier aber auch den bürgerlichen Begriff des Winkels
modellieren. Da wir nun schon im Besitz einer Definition der Drehung sind, ist es elegant
und optimal, den Winkel als diejenige Drehmatrix  D  aufzufassen, welche die Drehung ver-
mittelt. Das heisst, für uns ist ab jetzt ein Winkel gleich einer Drehmatrix

D=(cos (a)

sin (a)

-sin (a)

cos (a)
)  mit  aæ¸.

Somit ist der Winkel auf Zahlen zurückgeführt (=arithmetisiert). Also z.B.

Rechter Winkel=(0

1

-1

0
).

Das bei dieser Drehmatrix vorkommende  a   ist nicht eindeutig bestimmt, denn es ist
cos (a)=cos (a+2p)=cos (a-2p)=9  und es ist
sin (a)=sin (a+2p)=sin (a-2p)=9.

Das heisst, dass die Zahlen  a, a+2p, a-2p,9  zur selben Drehmatrix, also zur selben
Drehung und zum selben Winkel führen. Wir bezeichnen

a, a+2p, a-2p,9   als Masse des Winkels  D, und haben dann die Entspre-
chung zur bürgerlichen Erfahrung, dass das Mass eines Winkels nur bis auf additive
Vielfache von  2p  bestimmt ist.
Also z.B.

Mass des Rechten Winkels=R, R±2p, R±4p, 9.
Oft verwendete Alternativen für eine geometrische Interpretation des Winkelmasses sind die
Deutung des Winkelmasses als Bogenlänge am Einheitskreis oder die Deutung des Win-
kelmasses als Flächeninhalt eines Kreissektors des Einheitskreises. Siehe dazu Kuhnert Liedl
Analysis in einer Variablen.
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Die Additionstheoreme für die Winkelfunktionen

In der Schule werden je nach Lehrbuch eine anschaulich argumentierte Herleitungen der Ad-
ditionstheoreme gebracht. Ein methodischer Nachteil dieser Herleitungen besteht darin, dass
sie nur für spitze Winkel greifen.

a

b

Additionstheoreme

s
b

c b
.

s a

sb.sa

cb

a

ca+b

cb.ca

s a
+
b

O

U

K

T

V

R

s b
.

c a

1

Wir verwenden die Abkürzungen   sg  für sin (g)  sowie  cg  für  cos (g).
Vorgangsweise: Wir tragen von  O  aus den Winkel  a  und  a+b  ab. Im Abstand  1  von  O
aus liegt auf dem Schenkel von  a+b  der Punkt  U. Von  U  aus wird nun senkrecht auf den
Schenkel von  a  der Punkt  V  projiziert. Von  V  aus wird nun senkrecht auf die  x-Achse
der Punkt  T  projiziert.  Senkrecht auf die  x-Achse von  U  aus projizieren wir den Punkt  R
und schliesslich senkrecht auf die  y-Achse von  V  den Punkt  K.
Nun ist

UR=sa+b  und  OR=ca+b.
Weiters lesen wir ab

OV=cb  und  UV=sb.
Deswegen ist

VT=cb.sa  und  OT=cb.ca
und da wir den Winkel  a  als Normalwinkel  bei   U  finden, ist analog

KV=sb.sa  und  UK=sb.ca.
Wegen  UR=UK+VT  bekommen wir

sa+b=sb.ca+cb.sa  das Additionstheorem für den Sinus.
Wegen   OR=OT-RT  bekommen wir

ca+b=cb.ca-sb.sa  das Additionstheorem für den Cosinus.
Für das Minus-Zeichen beim Additionstheorem des Cosinus haben wir die Eselsbrücke:
Vergrössert man den Winkel von  a  auf  a+b, so muss ja der Coninus kleiner weden.
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Schliesslich bekommen wir mit
sin (-b)=-sin (b)  und
cos (-b)=cos (b)

die Formeln
sa-b=sb.ca-cb.sa  sowie
ca-b=cb.ca+sb.sa.

Eine Herleitung, welche ohne einschränkende Voraussetzungen auskommt, kann - allerdings
viel weniger elementar - mit Hilfe der Differentialrechnung gegeben werden.

Satz:  Für alle  a, bæ¸ gilt
sin (a+b)=sin (a).cos (b)+cos (a).sin (b)  und
cos (a+b)=cos (a).cos (b)-sin (a).sin (b).

Beweis: Wir wählen ein  yæ¸  beliebig aus und halten es für das Weitere konstant. Nun de-
finieren wir Hilfsfunktionen

g:¸–¸:x—cos (x)·cos (y-x)-sin (x)·sin (y-x)  und
h:¸–¸:x—sin (x)·cos (y-x)+cos (x)·sin (y-x).

Es folgt  g@(x)=-sin (x)·cos (y-x)+cos (x)·sin (y-x)-cos (x)·sin (y-x)+
sin (x)·cos (y-x)=0  für alle  xæ¸. Analog folgt  h@(x)=0  für alle  xæ¸. Daher sind
beide Funktionen konstant. Diese konstanten Werte bekommen wir leicht, indem wir

g(0)=cos (0)·cos (y-0)-sin (0)·sin (y-0)=cos (y)  und
h(0)=sin (0)·cos (y-0)+cos (0)·sin (y-0)=sin (y)  auswerten.

Es gilt also
g(x)=cos (x)·cos (y-x)-sin (x)·sin (y-x)=g(0)=cos (y)  und
h(x)=sin (x)·cos (y-x)+cos (x)·sin (y-x)=h(0)=sin (y)

für alle  xæ¸  und - weil  y  beliebig gewählt war - es gelten diese Gleichungen auch für alle
yæ¸. Somit haben wir (für  y  den Term  x+y  eingesetzt)

cos (x)·cos (y)-sin (x)·sin (y)=cos (x+y)  und
sin (x)·cos (y)+cos (x)·sin (y)=sin (x+y). ˝

Die Ableitungen der Winkelfunktionen

Wiederum gibt es einen geometrisch-anschaulichen Zugang.
Für spitze Winkel  e  lesen wir aus der Skizze ab:
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e

O C E

B
T

Fundamentale Ungleichung

FlDOCB<FlSektorOEB<FlDOET.
Also

2.cos (e).sin (e)<2.e<2.tan (e),
also
(3) cos (e).sin (e)<e<tan (e).
Daraus bekommen wir [Division durch  sin (e)]

cos (e)< e

sin (e)
<

1
cos (e)

.

Für   e–0  bekommen wir

1≤: e

sin (e)
≤1,

also den fundamentalen Grenzwert

(4) : e

sin (e)
=1.

Aus der Figur lesen wir auch sofort ab:
sin (e)=d (B, C)<d (B, E)<Bogen (B, E)=e. Also
sin (e)<e.

Somit bekommen wir

0<
1-cos (e)

e <
1-cos (e)

sin (e)
=

1-cos (e)
sin (e)

.
1+cos (e)
1+cos (e)

=

=
sin2 (e)

sin (e).(1+cos (e))
=

sin (e)
1+cos (e)

–0  für  e–0,

also den ebenfalls fundamentalen Grenzwert

(5) : 1-cos (e)
e =0.

Nun können wir rechnen:
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sin@(a)=:sin (a+e)-sin (a)
e =

=:sin (a).cos (e)+cos (a).sin (e)-sin (a)
e =

=sin (a).: cos (e)-1
e +cos (a).: e

sin (e)
=cos (a).

Analog bekommen wir

cos@(a)=:cos (a+e)-cos (a)
e =

=:cos (a).cos (e)-sin (a).sin (e)-cos (a)
e =

=cos (a).: cos (e)-1
e -sin (a).: e

sin (e)
=-sin (a).

Die Reihen für die Winkelfunktionen

Schon bald nach der Einführung der Polynome in die Mathematik wurde klar, dass  sin  und
cos  keine Polynomfunktionen sind, denn Polynomfunktionen vom Grad  n  haben  höchstens
n  Nullstellen. Aber kann versuchen, sin und  cos  als Polynomfunktionen vom Grad  Á  zu
bekommen. Daher der Ansatz

sin (x)=a0+a1.x+a2.x2+a3.x3+a4.x4+a5.x5+9.
Differenzieren wir diese Beziehung, so erhalten wir

sin@ (x)=a1+2.a2.x+3.a3.x2+4.a4.x3+5.a5.x4+9,
und so weiter bekommen wir

sin” (x)=2.a2+2.3.a3.x+3.4.a4.x2+4.5.a5.x3+9,
sin(3) (x)=2.3.a3+2.3.4.a4.x+3.4.5.a5.x2+9,
sin(4) (x)=2.3.4.a4+2.3.4.5.a5.x+9,
sin(5) (x)=2.3.4.5.a5+9,

An der Stelle  x=0  ergibt dies
sin(0) (0)=1.a0,
sin(1) (0)=1.a1,
sin(2) (0)=1.2.a2,
sin(3) (0)=1.2.3.a3,
sin(4) (0)=1.2.3.4a4,
sin(5) (0)=1.2.3.4.5a5,9.

Bedenken wir noch, dass
sin(0) (x)=sin (x), sin(1) (x)=cos (x), sin(2) (x)=-sin (x), sin(3) (x)=-cos (x),
sin(4) (x)=sin (x), sin(5) (x)=cos (x),9periodisch.

also
sin(0) (0)=0, sin(1) (x)=1, sin(2) (0)=0, sin(3) (0)=-1,
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sin(4) (0)=0, sin(5) (0)=1,9periodisch,
so bekommen wir

0=1.a0,
1=1.a1,
0=1.2.a2,
-1=1.2.3.a3,
0=1.2.3.4a4,
1  =1.2.3.4.5a5,9

also

a0=0, a1=1, a2=0, a3=
1
3! , a4=0, a5=

1
5! ,9.

Und das Polynom vom Grad  Á  ergibt sich zu
sin (x)=a0+a1.x+a2.x2+a3.x3+a4.x4+a5.x5+9=

=x-
x3

3!+
x5

5!-
x7

7!+
x9

9 +9.

Ganz analog leitet man die Reihe für den Cosinus

cos (x)=1-
x2

2!+
x4

4!-
x6

6!+
x8

8 +9.

Erst viel später wurden die Konvergenzeigenschaften der Reihen wissenschaftlich untersucht.
Für die Schule dürften die Konvergenzbetrachtungen aber überflüssig sein.

Die Vertauschbarkeit von Drehungen

Satz: Sind

D1=(cos (a)

sin (a)

-sin (a)

cos (a)
)  und  D2=(cos (b)

sin (b)

-sin (b)

cos (b)
)   Drehmatrizen,

so ist auch  D≠D2.D1  eine Drehmatrix und es gilt

D2.D1=(cos (a+b)

sin (a+b)

-sin (a+b)

cos (a+b)
)=D1.D2.

Beweis: Es ist

D2.D1 =(cos (b)

sin (b)

-sin (b)

cos (b)
) .(cos (a)

sin (a)

-sin (a)

cos (a)
)=

=(cos (b).cos (a)+sin (b).sin (a)

sin (b).cos (a)+cos (b).sin (a)

-sin (b).cos (a)-cos (b).sin (a)

cos (b).cos (a)+sin (b).sin (a)
)=
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=[Additionstheoreme]=(cos (a+b)

sin (a+b)

-sin (a+b)

cos (a+b)
)=D1.D2. ˝

Hauptsatz über die Umkehrung der Winkelfunktionen

Satz: Sind  u, væ¸  und gilt   u2+v2=1, so gibt es genau ein   aæ[0, 2p), für welches
gilt: u=cos (a)  und  v=sin (a).

Beweis: Es ist der Sinus im Intervall  [ 0, p]  nicht negativ und im im Intervall  [p, 2p]
nicht negativ.
Daher  ist der Cosinus im Intervall  [0, p]  von  1  bis  -1  streng monoton fallend und im
Intervall  [p, 2p]  von  -1  bis  1  streng monoton steigend (es ist ja  cos@=-sin).
Wegen  u2+v2= 1  gilt   -1≤u, v≤1.  Es gibt also genau ein   aæ[0, p], sodass
cos (a)=u, und es gibt genau ein  aæ[p, 2p], sodass  cos (a)=u. Ist  u=1, so ist
überhaupt  a=p. Sonst entscheidet das Vorzeichen von  v=sin (a), in welchem der
beiden Intervalle  a  liegt.

Polarkoordinaten

Ist  A£o=(0, 0), so gibt es ein eindeutiges  jæ[0, 2p), sodass
A=(a, b)=…A….(cos (j), sin (j)).

Beweis: Es ist mit  r=…A…  und mit  u≠a/r und  v=b/r  die Relation  u2+v2=1  erfüllt.
Daher folgt die Behauptung mit dem Hauptsatz über die Umkehrung der Winkelfunktionen.
˝

Achtung: Für den Punkt  o=(0, 0)  gibt es keine Polarkoordinaten, weil der Winkel nicht
eindeutig festgelegt ist.

Es ist modern, die Polarkoordinaten mit
H≠¸2\{(x, y):y=0  und  x≤0} =die "nach links geschlitzte Ebene"

als eine bijektive Funktion
(r, q):H–(0, Á)fi(-p, +p)

zu definieren.
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G242

(a, b)

q(a, b)

p

x r(a, b)

θ(a, b)

y

r

q

(r, q)-1

H

(r, q)(a, b)

-p

r(
a
, b
)

(r, θ) = Polarkoordinaten

(0, Á)fi(-p, +p)

a

b

Winkel in der Ebene

Sind  A  und  B  Vektoren ungleich  o=(0, 0)æ¸, so gibt es genau eine Drehmatrix

D=(cos (a)

sin (a)

-sin (a)

cos (a)
)  mit  aæ¸, sodass

D.A=l.B  mit  l>0.
Beweis: Anschaulich ist dieser Satz trivial.
Offensichtlich muss  l=…A…/…B…  sein. Dann soll also

(cos (a)

sin (a)

-sin (a)

cos (a)
) .(a1

a2

)=l.(b1

b2

)  gelten. Somit muss

a1.cos (a)-a2.sin (a)=l.b1  und
a1.sin (a)+a2.cos (a)=l.b2  sein.

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit  cos (a)  und die zweite Gleichung mit  sin (a)
und addieren die beiden Gleichungen, sodass wir

a1=l.(b1.cos (a)+b2.sin (a)) , und somit
a1/l=b1.cos (a)+b2.sin (a) bekommen.

Nun formen wir diese Gleichung in
(3) a1/l=U.sin(a+j)  um, wobei  U=√b1

2+b2
2  und  j  so zu wählen ist, dass

cos (j)=b2/U  und  sin (j)=b1/U.  Dazu kann man die Beziehung
sin(a+j)=sin (a).cos (j)+cos (a).sin (j)  verwenden.

Sodann können wir  (3)  nach  a+j  auflösen. Dabei bekommen wir wegen
a1/(l.U)<…A…/(…A….…B…/…B…)=1
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genau eine Lösung  für  a+jæ[0, 2p). Somit gibt es auch genau eine Lösung für  aæ[0,
2p), welche unsere Aufgabe erfüllt.
Der Winkel  D  mit Mass  a  heisst der vom Vektor  A  nach  B  führende Winkel.
Die Zahl  cos (a)  heisst der Cosinus des  von den Vektoren  A  und  B  (oder  B  und  A)
eingeschlossenen Winkels. Wir erinnern uns in diesem Zusammenhang, dass

cos (-a)=cos (a)  für alle  aæ¸  gilt.
Die Zahl  sin (a)  heisst der Sinus des vom Vektor  A  zum Vektor  B  führenden
Winkels. Wir erinnern uns, dass

sin (-a)=-sin (a)  für alle  aæ¸  gilt.

Cosinus und Sinus beim rechtwinkeligen Dreieck

Hat man ein rechtwinkeliges Dreieck  ABC  in der skizzierten Lage gegeben,

a

C

B

A

G234

c

b

a

so ist der Sinus des Winkels mit Mass  a, welcher von
C=(b, 0)  nach  B=(b, a)  führt, gleich  a/c

und sein Cosinus ist gleich  b/c. Somit gilt im rechtwinkeligen Dreieck
a=c.sin (a)  und  b=c.cos (a).

Cosinus- und Sinussatz

B C

A

c b

a

b g

G234

h
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Es gilt
a=c.cos (b)+b.cos (g). Durch zyklisches Vertauschen bekommen wir
b=a.cos (g)+c.cos (a)
c=b.cos (a)+a.cos (b).

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit  a, die zweite mit  b  und die dritte mit  -c.
Sodann addieren wir die Gleichungen und bekommen

a2+b2-c2=2.a.cos (g). Dies ist der Cosinussatz.

Weiters ist
h=c.sin (b)  und  h=b.sin (g), also
c.sin (b)=b.sin (g)  oder
c:b=sin (g):sin (b). Durch zyklisches Vertauschen bekommen wir noch
a:c=sin (a):sin (g)
b:a=sin (b):sin (a). Insgesamt ist also
a:b:c=sin (a):sin (b):sin (g). Dies ist der Sinussatz.

Bei der Anwendung des Sinussatzes ist zu beachten, dass in der Elementargeometrie einer-
seits per Konvention die Winkel  j  eines Dreieckes immer die Bedingung

0<j<180o  aber andererseits die Funktionswerte  j  des Arcussinus immer
-90o≤j≤+90o  erfüllen.

Andere Herleitung des Sinussatzes:
FlD=a.ha/2=b.hb/2.

Also
a.ha=b.hb.

Mit  ha=c.sin (b)  und  hb=a.sin (g)  folgt
a.c.sin (b)=b.a.sin (g),

also
c.sin (b)=b.sin (g). ˝
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Schnittwinkel zweier Geraden

Dieser ist als Winkel definiert, der von einem Richtungsvektor der einen Geaden zu einem
Richtungsvektor der anderen Geraden führt. Da die Geraden nicht als angeordnet betrachtet
werden und die Richtungsvektoren auch umgekehrt werden können, ist kein Vorzeichen des
Masses dieses Winkels ausgezeichnet, und man hat somit nur den Cosinus (aber nicht den
Sinus) des Winkels vorliegen. Damit ist der Schnittwinkel bis auf  180o  bestimmt und wir
haben also zwei Schnittwinkel.

7Ist  D  eine Drehmatrix und sind  A, B  Vektoren, so führt vom Vektor  D.A  zum Vektor
D.B  derselbe Winkel, wie vom Vektor  A  zum Vektor  B. ̋

7Zum Vektor  A=(a1, a2)=…A….(cos (j),  sin (j))£(0, 0)  führt vom Vektor  e1=(1,
0)  der Winkel

(cos (j)

sin (j)

-sin (j)

cos (j)
).

Beweis: (cos (j)

sin (j)

-sin (j)

cos (j)
).(1

0
)=(cos (j)

sin (j)
)= 1

…A…
. A.

Elementargeometrische Konstruktion des Kurvenverlaufs von
Sinus und Cosinus

In der Analysis zeigt man, dass die Länge des Bogens von  P  nach  P@  gleich  t0  ist. Wir
zeichnen daher einen Kreis mit Radius  1 und teilen den ersten Viertelkreis in  2n  (am besten
8)  Teile. Sodann nehmen die Sehnenlänge vom  2-n -ten  Teil des Viertelkreisbogens mit
dem Stechzirkel ab, und wir bekommen so eine sehr kleine Strecke  Dt. Diese Sehnenlänge
entspricht ungefähr der Länge des Bogens vom  2-n -ten  Teil des Viertelkreises.  Dieselbe
Strecke   Dt  tragen  wir  nun auf  der  t-Achse  fortlaufend  ab. Durch waagrechte Linien
werden die Werte des Cosinus und des Sinus in den Graphen übernommen.
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∆t

∆t

t0

0 π/2

1

t

P@

cos sin

t0

{

{P

G220

Man muss zwischen den Winkelfunktionen in Altgrad und den Winkelfunktionen in Radian
unterscheiden. Spätestens beim Differenzieren der Winkelfunktionen wir diese Unterschei-
dung essentiell.
Man kann sich diesbezüglich so behelfen:

cos (xo)≠cos (x.2p/360)
sin (xo)≠sin (x.2p/360),

Dabei sind  cos  und  sin  die Winkelfunktionen in Radian. Es folgt
d cos (xo)

dx =2p/360.cos@ (x.2p/360)=

=-2p/360.sin (x.2p/360)=-2p/360.sin (xo)
und

d sin (xo)
dx =2p/360.sin@ (x.2p/360)=

=2p/360.cosn (x.2p/360)=2p/360.cos (xo).

Beziehungen zweier Winkel zueinander

Nebenwinkel: Nebenwinkel ergänzen einander zu  180o. Man sagt, dass die beiden Winkel
zueinander supplementär sind.

a
b

G039

Ein Winkel mit dem Mass  90o  bzw. Bogenmass  p/2  heisst ein rechter Winkel.
Ein Winkel ist genau dann ein rechter, wenn sein dazu supplementärer ebenfalls ein rechter
Winkel ist.
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Komplementärwinkel: Komplementärwinkel ergänzen einander zu  90o. Man sagt, dass die
beiden Winkel zueinander komplementär sind.

a

b

G039

Gegenwinkel oder Scheitelwinkel:

ab

G039

Gegenwinkel sind gleich gross, also  a=b.

Gedrehte Winkel:

a

b

d

d

1

2
1@

2@

G039

Entsprechende Schenkel scheiden einander mit demselben Winkel  d.  Es gilt  a=b.

Parallelwinkel:

b

a
1

2

1@

2@ G039
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Parallelwinkel sind ein Spezialfall von gedrehten Winkeln. Dabei ist  d=0. Je zwei Schenkel
der Winkel sind parallel und gleich gerichtet. Es gilt  a=b.

Normalwinkel:

a

b

1

2

1@
2@

G039

Normalwinkel sind ein Spezielfall von gedrehten Winkeln.  Dabei ist  d=90o. Es gilt  a=b.

Stufenwinkel:

a

b

G039

Stufenwinkel sind gleich, also  a=b.
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Die geometrische Bedeutung der Multiplikation mit einem
Skalar, des inneren Produktes und des Kreuzproduktes

7Ist  læ¸  und  l£0, 1  und  A £o=(0, 0), so sind die Punkte  o, A, l.A  paarweise
voneinander verschieden und liegen auf einer Geraden. Ist  0<l<1, so liegt  l.A  zwischen
o  und  A. Ist  1<l, so liegt  A   zwischen  o  und  l.A.  Ist  l<0, so liegt  o  zwischen
l.A  und  A.
Beweis:  Sei  A=(a1, a2)  und etwa  a1£0.  Dann sind die drei Zahlen  0, a1  und  l.a1
paarweise von einander verschieden, und somit unterscheiden sich die drei Punkte in ihren
ersten Komponenten paarweise voneinander und sind somit überhaupt paarweise voneinander
verschieden.
Eine Gerade  g, welche durch den Ursprung geht, genügt einer Gleichung der Form

a.x+b.y=0.
Soll nun der Punkt  A  auf der Geraden liegen, so muss  a.a1+b.a2=0  gelten.
Daher gilt auch  a.l.a1+b.l.a2=0  und somit liegt auch der Punkt  l.A  auf der Geraden
g.
Ist  0<l<1, so gilt

|o, l.A|+|l.A, A|=…l.A…+…l.A-A…=l.…A…+(1-l).…A…=
=…A…=|o, A|.

In den anderen Fällen geht man analog vor. ˝

7Sind  A, Bæ¸, so ist
«A, B»=…A….…B….cos(g),  und
AfiB=…A….…B….sin (g),

wobei  g  das Mass des Winkels ist, welcher von  A  nach  B  führt.

B

A

γ>0

B

A

γ<0

G223

Beweis: Sei  gæ[0, 2<p)  das Mass des Winkels, der von  A  nach  B  führt.
Weiters sei  eæ[0, 2<p)  das Mass des Winkels, der von  e1=(1, 0)  nach  A  führt.
Dann ist

B=…B….(cos (g)

sin (g)

-sin (g)

cos (g)
).(cos (e)

sin (e)

-sin (e)

cos (e)
).(1

0
).

Mit
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A@≠(cos (-e)

sin (-e)

-sin (-e)

cos (-e)
).(a1

a2

)=…A….(1

0
)  und

B@≠(cos (-e)

sin (-e)

-sin (-e)

cos (-e)
).(b1

b2

)=…B….(cos (g)

sin (g)
)

o e1

A
B

A@

B@

g

e g

Deutung von x

ist
«A, B»=«A@, B@»=…A….…B….«(1, 0), (cos (g), sin (g))»=
=…A….…B….cos (g)  und

AfiB=A@fiB@=…A….…B….(1

0
)fi(cos (g)

sin (g)
)=…A….…B….sin (g). ˝

Bemerkung:

(1)  Es ist  …A….…B….sin (g)=±2.Fl (o, A, B).
Durch Vertauschen von   A  und  B  ändern  g   und damit auch  sin (g)   das

Vorzeichen.
Dies sehen wir wieder auch darin, dass

AfiB=…A….…B….sin (g)
beim Vertauschen von  A  und  B  das Vorzeichen ändert.
Man bekommt das Vozeichen weg, wenn man (mit Informationsverlust) auf

|…A….…B….sin (g)|=2.Fl (o, A, B)  übergeht.
(2)  Es ist für  A, Bæ¸2  und  A, B£o

«A, B»=0  genau dann, wenn der Winkel, welcher von  A  nach  B  führt, ein
rechter ist, also das Mass  90o  oder  270o  hat.

(3)  Es ist für  A, Bæ¸2  und  A, B£o
AfiB=0  genau dann, wenn  A/…A…=±B/…B…  ist.

Übung: Die Fernsehsatelliten ASTRA befinden sich über dem Äquator auf der östlichen
Länge von  19,2o. Innsbruck befindet sich  47,2o  nördlich und  11,2o  östlich. Der Abstand
der Satelliten vom Erdmittelpunkt ist 42 160 km. Der Abstand von Innsbruck und dem
Erdmittelpunkt ist  6 370 km. Welchen Winkel nimmt der Sehstrahl von Innsbruck zu den
Satelliten mit dem dem Lot in Innsbruck ein?
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Umlaufsinn eines Dreieckes

Dass  PfiQ  beim Vertauschen von  P  und  Q  das Vorzeichen ändert, können wir bei der
Definition des Umlaufsinnes eines Dreieckes verwenden.
Gegeben seien drei Punkte  A, B, Cæ¸2, welche nicht auf einer Geraden liegen.
Wir definieren den Umlaufsinn

s(A, B, C)≠sign ((B-A)fi(C-A))=
=sign (BfiC-BfiA-AfiC+AfiA)=sign (AfiB+BfiC+CfiA).

Achtung: Der Witz  der Sache liegt darin, dass
s(B, C, A)=sign (BfiC+CfiA+AfiB)=
=sign (AfiB+BfiC+CfiA)=s(A, B, C)=9
=s(C, B, A),

dass man also die Argumente zyklisch vertauschen darf, ohne den Umlaufsinn zu ändern.
und analog

s(A, C, B)=s(C, B, A)=s(B, A, C)  [wieder  zyklisches Vertauschen],
aber

s(A, C, B)=sign (AfiC+CfiB+BfiA)=sign (-CfiA-BfiC-AfiB)=
=-sign (CfiA+BfiC+AfiB)=-s(A, B, C),

also bei antizyklischer Vertauschung der Umlaufsinn sein Vorzeichen ändert.

Zeichnerisch kann man den Umlaufsinn eines Dreieckes durch  "gerichtete"  Dreiecksseiten
darstellen, weil ja zyklische Vertauschungen am Umlaufssinn nichts ändern.

G111

A

B

C

Bedeutet Umlaufsinn  s=(A, B, C) Bedeutet Umlaufsinn  s=(A, C, B)

A

B

C
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Der Umlaufsinn  s(A, B, C)  wird als mathematisch positiv (oder im Gegenuhrzeiger-
sinn)  und der Umlaufsinn  s(A, C, B)  wird als mathematisch negativ (oder im Uhrzei-
gersinn) bezeichnet. Man stellt sich dabei vor, dass der Umfang des Dreieckes "durchlaufen"
wird.
Beim mathematisch positiven Umlaufsinn liegt das Innere des Dreieckes zur linken Hand des
Wanderers, beim mathematisch negativen Umlaufsinn liegt das Innere des Dreieckes zur
rechten Handes des Wanderers.

Trianguliert [=in Dreiecke zerlegen] man ein Polygon, und durchlauft man die Dreiecks-
seiten z.B. mathematisch positiv, so wird jeder Weg im Inneren des Polygons  2-mal, und
zwar in jeweils entgegengesetzter Richtung, durchlaufen. Der Rand des Polygons wird aber
nur einmal durchlaufen, und zwar in einer Weise, welche man auch als mathematisch positiv
bezeichnet.

G111

Bemerkungen:
Weil wir voraussetzten, dass  A, B, C  nicht auf einer Geraden liegen, gilt

|AfiB+BfiC+CfiA|=2.Fl (A, B, C)£0.

Invarianz von Flächeninhalt bzw. Volumenbei all-
gemeinen Scherungen (Prinzipvon Cavalieri)

Eine Abbildung der Form:
s:¸2–¸2:(x, y)—(x+l.y, y)  mit  læ¸

heisst eine lineare Scherung in Richtung der  x-Achse.
Eine allgemeine lineare Scherung  s*  setzt sich aus einer Bewegung

b:¸2–¸2  und einer linearen Scherung
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s:¸2–¸2  in Richtung der  x-Achse als
s*=b°s°b-1  zusammen.

Eine (i.A. nicht lineare) Scherung  in Richtung der  x-Achse hat die Form
s:¸2–r2:(x, y)—(x+f(y), y)  mit einem  f:¸–¸.

Eine allgemeine Scherung hat die Form
s*=b°s°b-1, wobei  s  eine Scherung in Richtung der  x-Achse und  b  eine

Bewegung ist.

Scherungen im  ¸3  werden analog definiert.

Flächeninhalte bzw. Volumina bleiben bei Scherungen unverändert. Eine Demonstration mit
Münzen zeigt, warum es geht.

G118

G118

Das wichtigste Anwendungsbeispiel ist der Flächeninhalt des Dreieckes
FlDreieck=Grundlinie.Höhe/2, eine Formel, für welche wir einen weiteren Beweis

geben wollen.
Beweis:
1. Schritt: Rechtwinkeliges Dreieck als halbes Rechteck.
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g

h

G031

Fl rechtwinkeliges Dreieck=Grundlinie.Höhe/2.

2. Schritt: Scherung führt zu beliebigem Dreieck

g

h

g

h

Scherung–

G031

Konvexe Mengen: Eine Teilmenge  Kœ¸2  heisst konvex, wenn für alle Punkte
P, QæK

gilt:
{X:X=P+l.(Q-P)P, 0≤l≤1}œK.

Polygone: Eine Teilmenge  Pœ¸2  heisst ein konvexes Polygon, wenn  P  ungleich  Ø,
konvex und beschränkt ist und von endlich vielen Strecken berandet ist.
Die Endpunkte der Strecken sind die Eckpunkte des konvexen Polygons und die
Verbindungslinien von Eckpunkten, welche keine Randlinien sind, heissen Diagonalen.
Konvexe Polygone mit  3  Eckpunkten heissen Dreiecke, usw. allgemein konvexe  n-Ecke.

Satz: Ein konvexes  n-Eck hat genau  (n-3).n/2  Diagonalen.
Beweis: Sei  n>3  und seinen die Eckpunkte der Reihe nach  A1, A2, A3,9, An.
Dann gehen von  A1  aus Diagonalen nach A3,  A4,9,  An.  Das  sind   n-3  Stück.
Wir haben  n  Punkte und bekommen so  n.(n-3)  Diagonalen, welche allerdings alle
doppelt gezählt sind. ˝

Dem kovexen Polygon im  ¸2  entspricht im  ¸3  das konvexe Polyeder. Es ist von Ebenen
begrenzt und ein Durchschnitt von endlich vielen Halbräumen.
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Übung:  Gegeben ist ein konvexes Viereck  ABCD. Gesucht ist ein Punkt  M  auf dem
Streckenzug  BCD, so, dass Strecke  AM  das Viereck in zwei flächengleiche Teile zerlegt.

A

B

C
D

M
E

h

G023

Lösung:
1.) Wir zeichnen die Parallele  h  durch  B  zu  AC.
2.) Der Schnittpunkt von  h  mit der Geraden  CD  wird mit  E  bezeichnet.
3.) Falls der Mittelpunkt  M  der Strecke  ED  nicht auf der Strecke  CD  liegt, so gehen wir
mit  5.)  weiter.
4.) Der Mittelpunkt  M  der Strecke  ED  ist der gesuchte Punkt  M, weil das Dreieck  ABC
denselben Flächeninhalt wie das Dreieck  AEC  hat (Scherung).
5.) Wir vertauschen die Bezeichnungen von  B  und  D  und beginnen die Konstruktion
wieder mit  1.).

Die Determinante, als Volumen gedeutet

Wir geben hier eine weitere Argumentation dafür, dass das Kreuzprodukt - also die
zweireihige Determinante - als Flächeninhalt gedeutet werden kann. Diese Vorgangsweise
lässt sich offensichtlich leicht auf höhere Dimensionen übertragen.

Wir erinnern uns, dass eine Determinante ihren Wert nicht ändert, wenn in der ihr zugrunde
liegenden Matrix ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile addiert wird.
Hat man nun eine  (2, 2)-Matrix

(a11

a21

a12

a22

)=(a1 z a2)

mit Spaltenvektoren  a1=(a11, a21)   und  a2=(a12, a22)  vorgegeben, so spannen diese
beiden Spaltenvektoren ein Parallelogramm  P=[O, A, B, C]  in der Ebene auf.
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l.a2

B" B'

A'O

CC"

a2

a1'

m.a1'

a2'

G117

B

a2

a1

A

C B'

A'O

a1

a1'

Dieses Parallelogramm führen wir nun in zwei Schritten (Scherungen) ein flächengleiches
Rechteck
 R=[O, A@, B”, C”], wie aus obiger Skizze ersichtlich, über:
1. Schritt:  Das Parallelogramm

P=[O, A, B, C]  in das Parallelogramm  P@=[O, A@, B@, C]  durch Addieren eines
passenden  l-fachen von  a2  zu  a1. Das neue Parallelogramm

P@=[O, A@, B@, C]
wird von den Vektoren

a1@≠a1+l.a2  und  a2  aufgespannt.
Der Vektor  a1@  hat die Form  a1@=(a, 0)  mit  aæ¸.
2. Schritt:  Das Parallelogramm

P@=[O, A@, B@, C]  in das Rechteck  R=[O, A@, B”, C”]  durch Addieren eines
passenden   m-fachen von  a1@  zu  a2.  Das Rechteck

R=[O, A@, B”, C”]  wird von den Vektoren
a1@  und  a2”≠a2+m.a1@  aufgespannt.

Der Vektor  a2@  hat die Form  a2@=(0, b)  mit  bæ¸. Wie aus der Zeichnung ersichtlich,
hat das Parallelogramm  P  denselben Flächeninhalt wie das Parallelogramm  P@  und das
Parallelgramm  P@  hat denselben Flächeninhalt wie das Rechteck  R. Somit ist

(3) Flächeninhalt (P)=Flächeninhalt (R).
Wir erinnern uns nun, dass eine Determinante ihren Wert nicht ändert, wenn in der ihr
zugrunde liegenden Matrix ein Vielfaches einer Spalte zu einer anderen Spalte addiert wird.
Daraus folgt

(4) Det (a11

a21

a12

a22

)=Det (a1 z a2)=

=Det (a1+l.a2 z a2)=Det (a1@ z a2)=

=Det (a1@ z a2+m.a1)=Det (a1@ z a2@)=
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=Det (a

0

0

b
)=a.b=Flächeninhalt (R)=[mit  (3)]=Flächeninhalt (P). ˝.

Hätten wir die Spalten von  (a11

a21

a12

a22

)  von Anfang an vertauscht, aber sonst dieselbe

Prozedur vorgenommen, so hätten wir

Det (a11

a21

a12

a22

)=-Flächeninhalt (P)  bekommen.

Es gilt also ganz allgemein

Flächeninhalt (P)=|Det (a11

a21

a12

a22

)|. ˝

Dreiecke und Vierecke
Sind  A, B, C  drei Punkte des  ¸3, so bezeichnet man die Menge

D (A, B, C)≠{A+s.(B-A)+t.(C-A):0≤s, t≤1}
als Fläche des Dreieckes  ABC  mit den Eckpunkten  A, B, C. Weiters sind in "homologer
Schreibweise"

a≠B, C
___

, b≠C, A
___

  und  c≠A, C
___

  die Seiten des Dreieckes.

a

b

g

A

B

C

a

b

c

G111

Der Winkel  a  liegt beim Eckpunkt  A,  usw.. In der amerikanischen Literatur findet man oft
für die Bezeichnung dieser Winkel  A, B, C  anstatt  a, b, g.

Wichtiger - als man glauben möchte - ist die homologe Bezeichnung der Eckpunkte, Seiten,
Winkel, u.s.w..

Zur Logik der homologen Schreibweise:
Wir betrachten das am Beispiel des Cosinussatzes:

a2=b2+c2-2.cos (a).
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Er kann - ohne homologe Schreibweise - so formuliert werden:
Sind  A, B, C  die Eckpunkte eines Dreieckes, so gilt

Die dem Punkt  A  gegenüberliegende Seite zum Quadrat=
die dem Punkt  B  gegenüberliegende Seite zum Quadrat+
+die dem Punkt  C  gegenüberliegende Seite zum Quadrat-
-2.cos (Winkel bei  A).

Jetzt kommt nur mehr  A, B, C  vor und nicht mehr wie in der homologen Schreibweise auch
a, b, c  und  a, b, g.
Nun ist klar, dass wir die Dreieckspunkte beliebig umbenennen können, z.B.

A–U, B–V  und  C–W
und einen richtigen Satz bekommen:
Sind  U, V, W  die Eckpunkte eines Dreieckes, so gilt

Die dem Punkt  U  gegenüberliegende Seite zum Quadrat=
die dem Punkt  V  gegenüberliegende Seite zum Quadrat+
+die dem Punkt  W  gegenüberliegende Seite zum Quadrat-
-2.cos (Winkel bei  U).

Eine nochmalige Umbennung, z.B.
U–B, V–C  und  W–A ergibt den ebenfalls richtigen Satz

Sind  B, C, A  die Eckpunkte eines Dreieckes, so gilt
Die dem Punkt  B  gegenüberliegende Seite zum Quadrat=
die dem Punkt  C  gegenüberliegende Seite zum Quadrat+
+die dem Punkt  A  gegenüberliegende Seite zum Quadrat-
-2.cos (Winkel bei  B).

Natürlich ist das äquivalent zu
Sind  A, B, C  die Eckpunkte eines Dreieckes, so gilt

Die dem Punkt  B  gegenüberliegende Seite zum Quadrat=
die dem Punkt  C  gegenüberliegende Seite zum Quadrat+
+die dem Punkt  A  gegenüberliegende Seite zum Quadrat-
-2.cos (Winkel bei  B).

In homologer Schreibweise, also die Abkürzungen
die dem Punkt  A  gegenüberliegende Seite – a
die dem Punkt  B  gegenüberliegende Seite – b
die dem Punkt  C  gegenüberliegende Seite – c
Winkel bei  A – a

Winkel bei  B – b

Winkel bei  C – g  nutzend,
bekommen wir

b2=c2+a2-2.cos (b).
Wir haben also eine weitere richtige Formel durch zyklisches Vertauschen von  A, B, C also

A–B–C–A
bekommen.
Auch durch antizyklisches Vertauschen bekommt man wieder eine richtige Formel.
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Zyklisches Vertauschen heißt "kreisförmiges Vertauschen".

A

B

C A

B

C

zyklisch antizyklisch

zyklisch

Ein bewährtes Dreieck, das weder rechtwinkelig, noch gleichschenkelig, noch gleichsei-
tig,9 ist, bekommt man mit den Seitenlängenverhältnissen

a:b:c=5:6:7.

56

7

G111

Winkelsumme im Dreieck

Wir können nun leicht einsehen, dass die  "Winkelsumme im Dreieck" 180o  ist.  Die exakte
Formulierung lautet:
Sind  a±2kp, b±2kp, g±2kp  die Masse der Winkel in einem Dreieck, so gilt

(cos (a)

sin (a)

-sin (a)

cos (a)
).(cos (b)

sin (b)

-sin (b)

cos (b)
).(cos (g)

sin (g)

-sin (g)

cos (g)
)=

=(-1

0

0

-1
).
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Wir dürfen annehmen, dass das Dreieck in einer besonderen Lage ist, und dann ist der Beweis
leicht an folgender Skizze ablesbar.

A B

C

a bb

g

g

G112

Klassifikation der Dreiecke

Spitzwinkelige Dreiecke
Alle drei Winkel haben ein Mass kleiner als 90o.

Rechtwinkelige Dreiecke
Ein Winkel des Dreieckes ist ein rechter Winkel. Die anderen beiden Winkel haben ein Mass,
das kleiner als  90o  ist.

Stumpfwinklige Dreiecke
Das Mass eines Winkels des Dreieckes ist grösser als  90o. Die anderen beiden Winkel haben
ein Mass, das kleiner als  90o  ist.

Spezielle Dreiecke sind die gleichseitigen (alle drei Seiten sind gleich lang, die Winkel sind
alle  60o) und die gleichschenkeligen Dreiecke (zwei Seiten - die Schenkel - sind gleich lang
und man denkt sich i.A. die dritte Seite - die Basis - mit einer anderen Länge. Die der Basis
anliegenden Winkel sind gleich gross. Der der Basis gegenüberliegende Eckpunkt heisst
Spitze).

In der Schule spricht man auch vom rechtwinkeligen 45o-Dreieck (ein Winkel ist ein rechter
und die bieden anderen haben ein Mass von  45o, das Dreieck ist also gleichschenkelig)  und
vom rechtwinkeligen  60o-Dreieck (die Winkel haben die Masse  90o, 60o, 30o).

Man kennt in der Geometrie auch das goldene Dreieck, ein gleichschenkeliges Dreieck für
dessen Seitenlänge  S  und dessen Basislänge  b  die Beziehung

S:b=(S+b):S  gilt.
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Weiters spricht man vom ägyptischen Dreieck, einem rechtwinkeligen Dreieck, dessen
Seitenlängen im Verhältnis  3:4:5  stehen.

Klassifikation der Vierecke

Allgemeines Viereck
A, B, C, D  sind  4  voneinander verschiedene Punkte des  ¸2.

a≠AB, b≠BC, c≠CD, d≠DA.  a≠∠ DAB, b≠∠ ABC,
g≠∠ BCD, d≠∠ CDA. Diagonalen:  e≠AC, f≠BD.

Konvexe Vierecke

A

B

C

D

G202

a
b

cd

e

f

a

b

d

g

Der Rand eines konvexen Viereckes kann im mathematisch negativen  (=Uhrzeiger)  oder
im mathematisch positiven (Gegenuhrzeiger)  Sinn durchlaufen werden. Mit dieser Notation
liegt das Innere des Viereckes rechts bzw. links vom durchlaufenen Rand. Ein Punkt gehört
zum Viereck, wenn er entweder am Rand oder im Inneren des Viereckes liegt. Verbindet man
zwei Punkte  U, V  des Viereckes durch eine Strecke  UV, so gehört die ganze Strecke  UV
zum Viereck (dies ist ja die Bedeutung von "konvex").

Nicht konvexe Vierecke
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A B

C

D
G202

a

b

c

d

a

g

b

d

e

f

I

II

Der Rand eines nicht konvexen Viereck kann nicht so orientiert werden, das er das Viereck
im mathematisch positiven oder mathematisch negativen Sinne umläuft. Daher gibt es kein
Inneres des Viereckes. Man findet aber Teilbereiche  I  und  II, welche mathematich positiv
bzw. negativ umlaufen werden. Nicht konvexe Vierecke treten in der Elementargeometrie
kaum auf.

Spezielle konvexe Vierecke

Rechtecke

G202

Gegenüberliegende Seiten sind gleich lang und parallel. Alle Winkel haben das Mass  90o.
Die Diagonalen sind gleich lang und halbieren einander.

Parallelogramme
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G202

a

a

b
b

Gegenüberliegende Seiten sind gleich lang und parallel. Gegenüberliegende Winkel sind
gleich gross. Aneinander grenzende Winkel ergänzen sich auf  180o. Die Diagonalen müssen
nicht gleich gross sein, aber sie halbieren einander.

Quadrate

G202

Alle Seiten sind gleich lang. Gegenüberliegende Seiten sind parallel. Alle Winkel sind  90o.
Die Diagonalen sind gleich lang, halbieren einander und schneiden sich unter  90o.

Rauten (Rhombuse)

G202

Alle Seiten sind gleich lang. Gegenüberliegende Seiten sind parallel. Gegenüberliegende
Winkel sind gleich gross. Nebeneinander liegende Winkel ergänzen sich auf  180o. Die
Diagonalen müssen nicht gleich lang sein, aber sie halbieren sich. Sie stehen aufeinder
normal.

Drachen (=Deltoid)
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G202

Zwei der Nachbarseiten sind jeweils gleich lang. Eine der Diagonalen ist  i.A. die Symme-
trieachse der Figur. Daraus folgt die Gleichheit von Winkeln. Die Diagonalen stehen auf-
einander senkrecht.

Trapeze

G202

Mindestens zwei einander gegenüberliegende Seiten sind parallel. Ihr Abstand ist die Höhe
des Trapezes. Die Winkel an den anderen Seiten ergänzen sich zu  180o.

Gleichschenkelige Trapeze

G202

Zwei Seiten sind parallel. Die beiden anderen Seiten sind gleich lang. Die Winkel an jeder
der parallelen Seite sind gleich gross. Die Diagonalen sind gleich lang.

Übung:
1. Zeigen Sie, dass jedes gleichseitige konvexe Viereck eine Raute ist.
2. Ein Sehnenviereck mit zwei gleich langen, einander gegenüberliegenden Seiten ist ein
gleichschenkeliges Trapez.
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Winkelsumme im konvexen Viereck

a@

b@

g@

a

bg

G112

A

C

B

D

Das Viereck kann in zwei Dreiecke zerlegt werden und dann sieht man, dass die "Winkel-
summe im Viereck" gleich  360o  beträgt.
Ist die Summe zweier gegenüberliegender Winkel  180o, ist auch die Summe der beiden
anderen Winkel 180o  (Siehe Sehenenviereck).

Winkelsumme im konvexen  n-Eck

A1

A2

A3

A4

A5

A6

D1

D2

D3D4

G112

Das  n-Eck kann in   n-2  Dreiecke zerlegt werden und demnach ist die "Winkelsumme im
n-Eck" gleich  (n-2).180o.
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Aussenwinkel eines Dreieckes

a

b

g

b+
g

g
+
aA

B

G120

a

b

a
+
b

C

Sei  ABC  ein Dreieck. An der Skizze können wir ablesen, wie beim Eckpunkt  C  der Winkel
a  als Stufenwinkel und der Winkel  b  als Parallelwinkel auftritt. Zusammen bilden  a  und
b  den Aussenwinkel bei  C, welcher allerdings bei  C  noch ein zweites Mal mit der Seite  a
und der verlängerten Seite  b  als Schenkel auftritt und so ein Gegenwinkel zum ersten
Aussenwinkel ist.

Andere Argumentation:  Aus der Zeichnung sehen wir, dass
g+anliegender Aussenwinkel=180o.

Aus der Winkelsumme im Dreieck folgt andererseits
g+(a+b)=180o.

Damit ist der Aussenwinkel, der  g  anliegt, gleich  a+b.

Merksatz:  Bei einem Dreieck ist jeder Aussenwinkel gleich der Summen der beiden nicht
anliegenden Innenwinkel.

Bildet man die sog. "Summe der Aussenwinkel", so wird jeder Aussenwinkel nur einmal
gezählt. Das ergibt also

Summe der Aussenwinkel=(a+b)+(b+g)+(g+a)=
=2.(a+b+g)=360o.
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Aussenwinkel eines konvexen Viereckes

a1

a2

a3

a4

b1

b4

b2

b3

e1

e2
e3

e4

d2

d3

d4

d1

A1

A2

A4

A3

G120

Die Aussenwinkel bei einem konvexen Viereck werden analog zu den Aussenwinkeln eines
Dreieckes gebildet und auch so summiert. Aus der Skizze entnehmen wir

4.180o=(a1+b1+e1)+(a2+b2+e2)+(a3+b3+e3)+(a4+b4+e4).
Daraus ergibt sich die Summe der Aussenwinkel als

d1+d2+d3+d4=
=(180-(b1+a2))+(180-(b2+a3))+(180-(b3+a4))+
+180-(b4+a1))=
=[-e1-e2-e3-e4+e1+e2+e3+e4]=
=4.180o-((a1+b1+e1)+(a2+b2+e2)+
(a3+b3+e3)+(a4+b4+e4))+e1+e2+e3+e4=e1+e2+e3+e4=360o.

Aussenwinkel beim konvexen  n-Eck

Die Summe der Aussenwinkel bei einem konvexen  n-Eck beträgt ebenfalls  360o.
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a1

a2

a3

a4

a5

a6

a7

A1

A3

A2

A4

A6

A5

A7
G120

Dies sieht man am besten durch vollständige Induktion ein.
Induktionsbeginn:  Für ein Dreieck und ein konvexes Viereck ist der Satz schon als richtig er-
kannt.
Wir nehmen nun an, dass der Satz für jedes konvexe  n-Eck  gilt.
Dann kann man für  n≥4  jedes konvexe  n+1-Eck  gewinnen, indem man bei einem
passenden  konvexen  n-Eck  eine passende Ecke (in der Skizze  A2) so abschneidet, dass das
gewünschte n+1-Eck entsteht.

d2

d3

d4

d1

A1

A2

A4

A3

G120

✂

t
t

s

Dadurch verliert man zwar einen Aussenwinkel (in der Skizze  d2), gewinnt aber zwei neue
Aussenwinkel  (in der Skizze  s  und  t), welche in ihrer Summe gleich dem verlorenen
Aussenwinkel  d2  sind.
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Gerichtete Winkel ✤

Bei Beweisen kann man oft Fallunterscheidungen vermeiden, wenn man das Konzept von
Roger Arthur Johnson  1917 AMM  XXIV des "gerichteten Winkels im  ¸2"  zur Verfügung
hat. Es ist schade, dass dieser Begriff in der Schulmathematik keinen festen Platz hat, weil er
nämlich auch für die bürgerliche Mathematik von Nutzen sein kann.

Es geht darum, einem Geradenpaar  (g, h)  das Mass desjenigen mathematisch positiven
Winkels (FDrehung) zuzuordnen, welcher die Gerade  g  in die Gerade  h  überführt. Das
Mass dieses Winkels wird mit  A g, h  bezeichnet.

G205g

h h
g

A g, h

A g, h

Damit die Mehrdeutigkeiten vermieden werden, wird das Winkelmass auf das Intervall  [0,
180o) reduziert, in anderen Worten

A g, h¢A k, l  ∆ Ag, h-A k, l = k.180o  mit  kæˇ.
Hat man mit dieser Konvention  A g, hæ[0, 180o)  für alle  Geraden g, h,  so gilt für alle Ge-
raden  g, h, k, l
(1) A g, g=0o,
(2) A g, h+A k, læ[0, 180o),
(3) (A g, h+A k, l) +A u, v =A g, h+(A k, l +A u, v),
(4) A g, h+0o=A g, h,
(5) A g, h+A h, g=0o,
(6) A g, h+A k, l=A k, l+A g, h.

Wir definieren
-(A g, h)≠1800-(A g, h)æ[180o, 0o)  und
(A g, h)-(A k, l)≠(A g, h)+(-A k, l), und haben somit
 (A g, h)-(A g, h)=0o.

Somit haben wir auf  [0o, 180o)  durch  "+"  die Struktur einer kommutativen Gruppe aufge-
prägt.

7Für alle Geraden  g, h, u  gilt  A g, h=A h, u-A g, u.

7Sind  A, B, C  drei Punkte, so ist  A ABC≠AAB, BC.
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Der Zusammenhang mit dem gewöhnlichen Winkelmass wird durch die folgenden Bemer-
kungen hergestellt:

7Ist  ABC  ein Dreieck, dessen Punkte im Uhrzeigersinn oder im Gegenuhrzeigersinn be-
schrieben sind, so sind die Winkel  AABC, ABCA, A CAB  gleich den entsprechenden Aus-
senwinkeln aber es gilt

A CBA=∠ ABC, AACB=∠ BCA, ACBA=∠ ABC.

A
B

C

AB

BC

AABC
∠ ABC

G205

A

B

C
AB

BC

AABC
∠ ABC

7Für drei Punkte  A, B, C  gilt  ∠ ABC=180o-AABC  oder  ∠ ABC=AABC.

A
B

C

AB

BCG205

A
B

C

AB

BC

∠ ABC

AABCAABC
∠ ABC

Offensichtlich gilt:
7Sind  g  und  h  Gerade  und sind  g@  bzw.  h@  parallel zu  g  bzw.  h  und sind  g”  bzw.
h”  normal zu  g  bzw.  h, so ist

A g, h=A g@, h@=A g”, h”.
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G205

g@

A g@, h@

h@ g”

h”

A g”, h”

g
h

A g, h

h

g

7Für beliebige Gerade  g1, g2, g3, g4  gilt  A g1, g2+A g3, g4=A g1, g4+A g3, g2 (die vor-
deren oder die hinteren beiden Indizes sind vertauscht).

G206

g1
g2

g3

g4

Ag1g4

Ag3g4

Ag1g2

Ag3g2

Beweis:  Wir führen eine Hilfsgerade  u  ein. Dann ist
A g1, g2=A g2, u-A g1, u, A g3, g4=A g4, u-A g3, u,
A g1, g4=A g4, u

Es folgt
A g1, g2+A g3, g4=(A g2, u-A g1, u)+(A g4, u-A g3, u)=
(A g4, u-A g1, u)+(A g2, u-A g3, u)=A g1, g4+A g3, g2. ˝

7Drei Punkte  A, B, C  liegen auf einer Geraden genau dann, wenn  A ABC=0. ˝

7Drei Punkte  A, B, C  liegen auf einer Geraden genau dann, wenn für jeden vierten Punkt  D
die Gleichheit  AACD=ABCD  gilt. ̋

7  AB  und  CD  sind genau dann die Schenkel eines gleichschenkeligen Dreieckes  ABC,
wenn  A ABC=ABCA. ˝

7Für vier Punkte  A, B, C, D  gilt immer  AABC+A CDA=A BAD+ADCB.
Beweis: Übung

Fundamentaltheorem für gerichtete Winkel:
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Vier Punkte  A, B, C, D  liegen genau dann auf einem Kreis, wenn  A ABC=AADC.
Beweis: Übung mit Fallunterscheidungen.

Kreise

Gleichung eines Kreises

k≠{(x, y):(x-m)2+(y-n)2=r2}
wird als eine Kreislinie (Kreis) im  ¸2  bezeichnet, denn es gilt

|(x, y|-(m, n)|=r  für alle  (x, y)æk, was der bürgerlichen Anschauung der
Konstruktion eines Kreises mit dem Zirkel entspricht.
Unter allen Gleichungen, welche den Kreis  k  beschreiben, ist die Gleichung

(x-m)2+(y-n)2=r2

ausgezeichnet und wir nennen sie die normierte Gleichung des Kreises  k.

m

n
M

y

x

P

r

x-m

y-n

Kreisgleichung

Andere Gleichungen, welche denselben Kreis beschreiben sind z.B.
x2-2.m.x+y2-2.n.y=r2-m2-n2,
((x-m)2+(y-n)2)2=r4,
5.x2+5.y2+5.m2+5.n2-10.m.x-10.n.x-5.r2=0.
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Parametrisierung eines Kreises

Wie die Gleichung ist auch die Parametrisierung eines Kreises nicht eindeutig. Meistens
verwendet man
(3) k:¸–¸2:t—(m+r.cos (t), n+r.sin (t)).
Aber auch die Parametrisierung, welche man bekommt, wenn man aus der Kreisgleichung  y
ausrechnet, also

y=√r2-(x-m)2

und dann  x=t  und  y=√r2-(t-m)2,  also

(4) k:[m-r, m+r]–¸2:t—(t, √r2-(t-m)2)  wählt, beschreibt den oberen

Halbkreis.
Eine weitere Parametrisierung bekommmt man aus  (3), wenn man z.B.  t  durch  2x  ersetzt

k:¸–¸2:x—(m+r.cos (2x), n+r.sin (2x)).
Ersetzt man nun

cos (2x)=cos2 (x)-sin2 (x)=
cos2 (x)-sin2 (x)
sin2 (x)+cos2 (x)

=
1-tan2 (x)
1+tan2 (x)

sin (2x)=2.sin (x).cos (x)=
2.sin (x).cos (x)
sin2 (x)+cos2 (x)

=
2.tan (x)

1+tan2 (x)
und ersetzt man schliesslich  tan (x)  durch  t, so bekommt man die "rationale Parametrisie-
rung eines Kreises"

k:¸–¸2:t—(m+r.
1-t2

1+t2 , n+r.
2.t

1+t2 ),

in der keine Wurzeln und keine trigonometrische Funktionen, sondern nur Brüche von Poly-
nomen mit Grad ≤2 vorkommen.

Bemerkung:  Hat man eine Parametrisierung einer Kurve  Im (j)  durch

j:[a, b]–¸2:t—(j1(t), j2(t))
gegeben,  so  ändert sich an der Situation überhaupt nichts, wenn man den Buchstaben  t
durch einen anderen (bis dorthin nicht verwendeten)  z.B.  t  ersetzt und so zu

j:[a, b]–¸2:t—(j1(t), j2(t))
übergeht.
Schaltet man aber noch eine weitere Funktion

s:[u, v]–[a, b]:r—s(r)
davor, sodass man anstatt

j:[a, b]–¸2:t—(j1(t), j2(t))
die Parametrisierung

j°s:[u, v]–¸2:r–(j1(s(r)), j2(s(r))) 
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vorliegen hat, so ändert sich im Allgemeinen die Geschwindigkeit,  der Durchlaufsinn und
die Vielfachheit, mit der einzelne Kurvenpunkte durchlaufen werden. Man spricht dann von
einer Umparametrisierung.
Um aus einer Parametrisierung eine weitere zu bekommen,  schludert man oft so:
Ausgangspunkt ist

j:[a, b]–¸2:t—(j1(t), j2(t)) .

Nun schalten wir z.B.  s:[u, v]–[a, b]:r—2r  vor und bekommen so

j°s:[u, v]–¸2:r—(j1(2r), j2(2r)) .
Schliesslich nennen wir  j°s   in   j  um und setzen anstatt  r  wieder  t.
So kommen wir auf kurzem Weg zu

 j:[u, v]–¸2:t—(j1(2t), j2(2t)) .

Der Mittelpunkt (Zentrum) des Kreises ist  M≠(m, n)  und die Zahl  r  heisst der Radi-
us des Kreises.  Die Menge  k  wird auch als Umfang oder Peripherie bezeichnet. Ein
zusammenhängender Teil der Kreislinie heisst ein Bogen (arcus).
Eine Strecke, welche zwei Punkte einer Kreislinie verbindet heisst eine Sehne (chorda).
Liegt auch der Mittelpunkt auf einer Sehne, so heisst diese ein Durchmesser (diameter).
Aber auch die Länge eines Durchmessers wird als Durchmesser  D  bezeichnet und es ist
D=2.r. Ist  A  auf der Peripherie, so wir die Strecke  MA  als ein Halbmesser bezeichnet.
Sind  A, B  auf der Peripherie des Kreises, so wird der Winkel  ∠ AMB  als ein Zentriwinkel
des Kreises bezeichnet. Die Menge

Fk≠{(x, y):(x-m)2-(y-n)2≤r2}  wir als Kreisfläche bezeichnet.
Eine Teilmenge, die durch einen Bogen und der dazugehörigen Sehne begrenzt wird, heisst
Kreisabschnitt (Segment). Sind  A, B  auf der Peripherie, so heisst die Teilmenge der
Kreisfläche, welche von dem zugehörigen Bogen und den zugehörigen Halbmessern begrenzt
wird, ein Kreisausschnitt (Sektor).

Kreisgleichung

M M

Kreisabschnitt (Segment) Kreisausschnitt (Sektor)
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Kreis, Punkt und Gerade

Beschreibt
(x-m)2+(y-n)2-r2=0

einen Kreis im  ¸2, so liegt ein Punkt  P=(x0, y0)  im Inneren des Kreises, wenn
|(m, n)-(x0, y0)|<r, also wenn  (x-m)2+(y-n)2<r2, also wenn
(x-m)2+(y-n)2-r2<0.

Der Punkt  P  liegt dementsprechend ausserhalb des Kreises, wenn
(x-m)2+(y-n)2-r2>0.

Eine Gerade, welche durch eine Gleichung
a.x+b.y+g=0  beschrieben wird, hat mit dem Kreis entweder

(1)  keinen Punkt gmeinsam
(2)  einen Punkt gemeinsam
(3)  zwei Punkte gemeinsam.
Ist z.B.  a£0, so bekommt man die Geradengleichung in der Form

x=-(b.y+g)/a  und setzt man dieses  x  in die Kreisgleichung ein, so erhält man
für  x  die quadratische Gleichung

(-(b.y+g)/a-m)2+(y-n)2-r2=0.
Daraus ergeben sich die Lösungen für die zweiten Komponenten der Schnittpunkte und
folgend auch die dazugehörigen ersten Komponenten. Für  a=0  ist  b£0  und man kann
analog vorgehen.

Übung:
Im Fall  (1)  sind sämtliche Punkte der Geraden äussere Punkte des Kreises.
Im Fall  (2)  gibt es keine innere Punkte des Kreises auf der Geraden
Im Fall (3)  liegen genau jene Punkte der Geraden, welche zwischen den beiden
Schnittpunkten liegen, im Inneren des Kreises.

Im Fall  (2)  sagt man, dass die Gerade den Kreis tangiert, bzw. eine Tangente des Kreises
ist. Der gemeinsame Punkt heisst Berührpunkt von Kreis und Gerade.

Übung:
Tangiert eine Gerade  g  einen Kreis mit Mittelpunkt  M  in einem Berührpunkt  P, so
schneiden sich die Geraden  MP  und  g  im rechten Winkel.

Schnittwinkel bei Kreisen
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Schneidet eine Gerade  g  einen Kreis  k  in einem Punkt  P, so ist der Schnittwinkel  a
zwischen  k  und  g  im Punkt  P  als der Winkel definiert, der von der Tangente  t  an den
Kreis in  P  mit der Geraden  g  einschliesst. Man ersetzt also im Schnittpunkt  P den Kreis
durch seine Tangente und definiert den Schnittwinkel von Kreis und Gerade als
Schnittwinkel von Tangente und Gerade.
Ist  g  eine Tangente an den Kreis, so haben den Schnittwinkel mit Mass  0.

t
P

M
g

ka

a*

a*w
P@

t@

G224

Ist  P@  der zweite Schnittpunkt der Geraden  g  mit dem Kreis  k, so, lesen wir am
gleichschenkeligen Dreieck  PMP@  laut Zeichnung ab:

a*+a=90o  und  w+2.a*=180o.
So bekommen wir für den "Zentriwinkel"

w=180o-2.a*=180o-2.(90o-a)=2.a, also
a=w/2.

Der Schnittwinkel  a  zweier Kreise  k1  und  k2   ist als der Schnittwinkel der beiden Tan-
genten  t1  bzw.  t2  an die Kreise definiert.
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180-a

a

a

P

M1

M2

t1 t2

k1

k2

G224



54

R.Liedl: Euklidische Geometrie  Teil1  27. August 1956

Drehungen und Winkel im  ¸3

Sind  a, b, gæ¸, so bezeichnet man die Abbildung

Dx, a:¸3–¸3:(x

y

z

)–( 1

0

0

0

cos (a)

sin (a)

0

-sin (a)

cos (a)

).( x

y

z

)
als eine Drehung des Raumes um die x-Achse mit dem Winkel des Masses  a  und

Dy, b:¸3–¸3:(x

y

z

)–( cos (b)

0

sin (b)

0

1

0

-sin (b)

0

cos (b)

).( x

y

z

)
als eine Drehung des Raumes um die y-Achse mit dem Winkel des Masses  b und

Dz, g:¸3–¸3:(x

y

z

)–( cos (g)

sin (g)

0

-sin (g)

cos (g)

0

0

0

1

).( x

y

z

)
als eine Drehung des Raumes um die z-Achse mit dem Winkel des Masses  g.
Eine allgemeine Drehung des  ¸3  um den Ursprung hat die Form

Da, b, g: 3̧–¸3:( x

y

z

)–Dz, g°Dy, b°Dx, a ( x

y

z

), wobei

Dz, g°Dy, b°Dx, a ( x

y

z

)=D.( x

y

z

)  mit

D=( cos (g)

sin (g)

0

-sin (g)

cos (g)

0

0

0

1

).

.( cos (b)

0

sin (b)

0

1

0

-sin (b)

0

cos (b)

).( 1

0

0

0

cos (a)

sin (a)

0

-sin (a)

cos (a)

).
Die Matrix  D  wird als Drehmatrix im  ¸3  bezeichnet. Hat man eine Kugel mit dem
Ursprung als Mittelpunkt gegeben und zeichnet man einen Punkt  N@  als gewünschten
Nordpol und einen Meridian  M@ (Grosskreis durch N@)  als gewünschten Nullmeridian aus,
so wird die Kugel durch  D=Dz, g.Dy, b.Dx, a  schrittweise in die gewünschte Lage gedreht,
wobei durch
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x y

z

a N@

G110

Dx, a  der gewünschte Nordpol in die  x, z-Ebene gedreht wird und durch

x y

z

b

N@

G110

Dy, b  der gewünschte Nordpol in seine endgültige Position gedreht wird und durch

z

x

g

N@

y

G110

Dz, g  der gewünschte Nullmeridian in seine Position gedreht wird.
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Bezüglich der Skizzen beobachte man, dass Pfeile, welche dem Betrachter entgegen zeigen,
so eingezeichnet werden:

G131

Pfeile, vom Betrachter wegzeigen, werden so gezeichnet:

G131

Bei der einen Ikone sieht man die Pfeilspitze und bei der anderen die Federn des Pfeiles.

Satz: Betrachtet man zwei beliebige Punkte   A , Bæ¸3  als Vektoren, so gilt für jede Dreh-
matrix  D, dass  «A, B»=«D.A, D.B».

Beweis: Es ist   «Dx, a.A, Dx, a.B»=

=«( 1

0

0

0

cos (a)

sin (a)

0

-sin (a)

cos (a)

).( a1

a2

a3

), ( 1

0

0

0

cos (a)

sin (a)

0

-sin (a)

cos (a)

).( b1

b2

b3

)»
=a1.b1+(a2.cos (a)-a3.sin (a)).(b2.cos (a)-b3.sin (a))+
+(a2.sin (a)+a3.cos (a)).(b2.sin (a)+b3.cos (a))=9=

=a1.b1+a2.b2+a3.b3=«A, B».
Analog ist

«Dy, b.Dx, a.A, Dy, b.Dx, a.B»=«Dx, a.A, Dx, a.B»  und
«Dz, g.Dy, b.Dx, a.A, Dz, g.Dy, b.Dx, a.B»=
«Dy, b.Dx, a.A, Dy, b.Dx, a.B».

Satz: Bei einer allgemeinen Drehung des  ¸3  um den Ursprung bleiben die Normen der
Punkte erhalten.

Beweis:  Für alle  Aæ¸3  gilt  …D.A…=√«D.A, D.A»=√«A, A»=…A….

Satz: Bei einer allgemeinen Drehung des  ¸3  um den Ursprung bleiben die Abstände der
Punkte erhalten.

Beweis:  Für alle Vektoren  A, Bæ¸3  und jede Drehmatrix  D  ist  |D.A, D.B|=
…D.A-D.B…=…D.(A-B)…=…A-B…=|A, B|.
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Drehachsen

In diesem kurzen Abschnitt verwenden wir elementare Kenntnisse aus der linearen Algebra.
Bei einer Drehung  d  im  ¸3  bleiben gewisse Vektoren   X=(x, y, z)æ¸3  fest. Um sie zu
berechnen, beschreiben wir die Drehung mit einer Drehmatrix  D  im  ¸3, sodass also

d:¸3–¸3:A—D.A.
Nun suchen wir zuerst nach Vektoren  X=(x, y, z)æ¸3, welche ungleich  (0, 0, 0)  sind,
und für die  d(X)=l.X  mit einem  læ¸  gilt. Dazu haben wir also nach Vektoren  X£o
zu fragen, für welche

D.X=l.X, also ein lineares homogenes Gleichungssystem
(3) (D-l.E).X=o  erfüllt ist.
Diese Zahlen  l  heissen Eigenwerte und die dazugehörigen Vektoren  X£o  heissen
Eigenvektoren der Drehung  d  bzw. der Matrix  A.
Notwendig und hinreichend dafür, dass ein solches Gleichungssystem eine nichttriviale
Lösung besitzt, ist

Det (D-l.E)=0.
Dies ist eine (die sog. charakteristische) Gleichung dritten Grades
(4) l3+l2.a+l.b+c=0  für  l.
Weil  D=Dz, g.Dy, b.Dx, a  und, wie man leicht nachrechnet, jeder dieser drei Faktoren eine
Determinante gleich  1  hat, folgt aus dem Produktsatz für Determinanten, dass auch die
Drehmatrix  D  die Determinante gleich  1  hat. Nun ist  c=Det (D)=1. Wie man wiederum
leicht sieht, gilt für die Lösungen  l1, l2, l3  der charakteristischen Gleichung

0=l3+l2.a+l.b+c=(l-l1).(l-l2).(l-l3).
Daher ist  l1.l2.l3=c=1.
Da bei einer Drehung

…X…=…D.X…, also  …X…=…D.X…=…l.X…=|l|.…X…  gelten muss,
folgt  |l|=1.
Somit folgt für den
Fall von drei reellen Lösungen
der charakteristischen Gleichung für  l, dass entweder
(1) alle drei Lösungen gleich  1  sind,
(2) eine Lösung gleich  1  und die beiden anderen Lösungen gleich  -1  sind,
(3) eine Lösung gleich  -1  ist und die beiden anderen anderen Lösungen gleich  1

sind,
(4) alle drei Lösungen gleich  -1  sind.
Wegen  c=l1.l2.l3=1  können aber die letzten beiden Fälle nicht auftreten und wir haben
also entweder alle drei Lösungen gleich  1  oder  zwei Lösungen gleich  -1  und eine Lösung
gleich  1. Im ersten Fall folgt, dass es drei normierte Vektoren  X1, X2, X3  gibt, welche
paarweise aufeinander senkrecht stehen, sodass

D.Xi=Xi  für  i=1, 2, 3.
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In diesem Fall ist  d:¸3–¸3:A—D.A  die Identität.
Im zweiten Fall folgt, dass es drei normierte Vektoren  X1, X2, X3  gibt, welche paarweise
aufeinander senkrecht stehen, sodass

D.X1=X1  und  D.X2=-X2  und  D.X3=-X3  gilt.
In diesem Fall ist  d:¸3–¸3:A—D.A eine Drehung um die Drehachse, in deren
Richtung der Vektor  X1  zeigt, um einen Winkel um  180o.
Nun haben wir noch den
Fall einer reellen Lösung und zweier konjugiert komplexer Lösungen
der charakteristischen Lösung für  l  zu erörtern.
Wegen  c=l1.l2.l3=1 und   |li|=1  folgt etwa

l1=1  und  l2, 3=cos (a)±i.sin (a)  mit einem  aæ[0, 2p)\{0, p}. In diesem
Fall zeigen die nicht trivialen Lösung von

(D-1.E).X=o  in die Richtung der Drehachse und es liegt eine Drehung um den
Winkel  a  vor.
Andere Lösungsmöglichkeiten der charakteristischen Gleichung kann es wegen deren dritten
Grades nicht geben, und somit haben wir in allen Fällen, bei denen die Drehung nicht gleich
der Identität ist, die Richtung  X0  der Drehachse als nicht triviale Lösung der Gleichung

D.X=X  gegeben.

Satz: Der Vektor  AfiB  steht auf dem Vektor  A  und auf dem Vektor  B  senkrecht.
Beweis: Es gilt mit  A=(a1, a2, a3), B=(b1, b2, b3), C=(c1, c2, c3)  die Beziehung

«(AfiB), C»=Det ( a1

a2

a3

b1

b2

b3

c1

c2

c3

).

Setzt man nun für  C  den Vektor  A  oder den Vektor  B  ein, so werden zwei Spalten der De-
terminante gleich, und damit wird die Determinante gleich  0.

Winkel im  ¸3

Falls also eine Drehung im  ¸3  nicht gerade die identische Abbildung des  ¸3  ist, hat sie
eine Drehachse durch den Ursprung, um welche der  ¸3  gedreht wird. Man hat zwei
Möglichkeiten, in Richtung der Drehachse auf den Ursprung zu schauen. Wechselt man diese
Betrachtungsrichtungen, so ändert sich der Drehsinn der Drehung. Da keine der beiden
Betrachtungsrichtungen ausgezeichnet ist, hat man für die Drehung keinen Richtungssinn
ausgezeichnet, und daher hat das Mass des Drehwinkels kein ausgezeichnets Vorzeichen. Es
ist somit nur der Cosinus des Drehwinkels bestimmt, während für den Sinus kein Vorzeichen
gegeben ist.

Übung: Bei einer allgemeinen Drehung des  ¸3  um den Ursprung gilt für je zwei Vektoren
A, Bæ¸3  die Beziehung  (D.A)fi(D.B)=D.(AfiB).
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Übung: Bei einer allgemeinen Drehung des  ¸3  um den Ursprung bleibt der Flächeninhalt
eines Dreieckes erhalten.

Raumwinkel

Nicht zu verwechseln mit einemWinkel im Raum  ¸3  ist ein Raumwinkel.
Ist  Mœ¸3  eine beliebige Teilmenge, so nennt man die Menge

KM≠{(l.x, l.y, l.z):(x, y, z)æM, l≥0}
einen allgemeinen Kegel (welcher von der Menge  M  erzeugt wird) mit Mittelpunkt  o=(0,
0, 0)æ¸3. Kann man der Teilfläche

{(x, y, z):(x, y, z)æKM  und  …(x, y, z)…=1}  der Oberfläche der Einheitskugel
einen Flächeninhalt  w  zuordnen, so nennt man  w  den Raumwinkel, der vom Kegel  KM
aufspannt wird. Es gilt

0≤w≤4.p=Oberfläche der Einheitskugel und man sagt, dass der Raumwinkel  w
Sterradian beträgt.

Die geographischen Koordinaten auf einer Kugelfläche

Die Menge
K={(x, y, z):x2+y2+z2=r2}

ist eine Kugelfläche vom Radius  r  um den Mittelpunkt  (0, 0, 0).
In der Geographie verwendet man Altgradæ[0, 360]  als Winkelmaß.
Man beachte beim Verwenden eines Taschenrechners, das man bei der Verwendung von
Winkelfunktionen von Radian auf Altgrad umstellen muß. Die Winkelfuntionen beziehen
sich dann auf Winkel, welche in Altgrad gemessen werden.
Der mittlere Erdradius wird mit  r§6300 km  angesetzt.
Ist  -90<b<90, so schneidet die Ebene mit der Gleichung  z=sin (b)
den Breitenkreis

Kb={(x, y, z):x2+y2+z2=r2, z=sin (b)}  aus der Kugelfläche.
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Äquator

15o nörliche Breite

30o nörliche Breite

45o nörliche Breite

15o südliche Breite

30o südlichee Breite

45o südliche Breite

Nordpol

Südpol

Erdachse

b=45o

Ist  -180<j≤180, so schneidet die Ebene mit der Gleichung
x.sin (j)=y.cos (j)

den Meridiankreis
Mj={(x, y, z):x2+y2+z2=r2, x.sin (j)=y.cos (j)}

aus der Kugelfläche. Es ist
Mj=Mj+180

und jeder Meriadiankreis geht sowohl durch den Nord- als auch den Südpol der Kugel.

Die Breitenkreise sind mit Ausnahme des Äquators sogenannte Kleinkreise, d.h. ihr Radius
ist kleiner als der Kugelradius. Die Meriadiankreise und der Äquator sind sind sogenannte
Grosskreise, d.h. ihr Radius ist gleich dem Kugelradius und ihr Mittelpunkt ist der Kugel-
mittelpunkt.

Unter dem Meridianhalbkreis  Hj  zum Winkel  j  verstehen wir jene von
N=(0, 0, r) (Nordpol)  nach
S=(0, 0, -r) (Südpol)  gehende Hälfte von  Mj, welche durch den Äquator-

punkt
Q=(r.cos (j), r.sin (j), 0)  geht.
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Äquator

M
eridian

Breitenkr
eis

Nordpol

Südpol

Mit Ausnahme des Nordpols  N  und des Südpols  S  ist jedem Kugelflächenpunkt  P
eindeutig ein Breitenkreis  Kb  und ein Meridianhalbkreis  Mj  zugeordnet, auf deren
Schnittpunkt  P  liegt. Man nennt  b  die geographische Breite  und  j  die geographische
Länge von  P.
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Die Anschauung im  ¸4

¸n={(a1,9, an):akæ¸}.
Der  ¸1  modelliert die Menge der im Endlichen liegenden Punkte einer Geraden.
Der  ¸2  modelliert die Menge der im Endlichen liegenden Punkte einer Ebene.
Der  ¸3  modelliert die Menge der im Endlichen liegenden Punkte des Raumes.
Beim  ¸1, ¸2, ¸3   wird in diesem Zusammenhang von der Geraden, der Ebene bzw. dem
Raum gesprochen.

Die Exponenten (=Dimensionen)  n=4, 5, 9  kommen in der wissenschaftlichen Praxis
ebenfalls vor und man spricht dann vom  n-dimensionalen Raum. Der  4-dimensionale Raum
übt auf den mathematischen Laien einen besonderen Reiz aus und ist daher geeignet, als
Motivation für die Beschäftigung mit der Geometrie zu dienen.

Der  ¸n  ist in natürlicher Weise auch ein Vektorraum und wir können die Vektorraum-
operationen und die Punktmenge des  ¸n  verwenden.

Geometrische Vorstellungen im  ¸4.
Um geometrische Vorstellungen im  ¸4  zu bekommen, betrachtet man die analogen Sätze
und Defintionen im  ¸2  und im  ¸3, stellt dazu das Analogon im  ¸1  her  und formuliert das
Ganze letztlich im  ¸4.

Beispiele für Sphären im  ¸1, ¸2, ¸3, ¸4  und  ¸n

Der Einfachheit halber beschäftigen wir uns hier nur mit Sphären, deren Mittelpunkt im
Ursprung liegen.

1. Die Kreislinie im  ¸2.
a. Gleichung der Kreislinie:

k={(x, y):x2+y2=r2}œ¸2.
b. Parametrisierung der Kreislinie:

j:[-r, r]–¸2:t–r.(t, √1-t2)  und
y:[-r, r]–¸2:t–r.(t, -√1-t2).

oder
c:[0, 2.p)–¸2:t—(r.cos (t), r.sin (t)).

c. Die Kreisfläche (Vollkreis):
kV={(x, y):x2+y2≤r2}œ¸2.

d. Die Innenfläche des Kreises:
kI={(x, y):x2+y2<r2}œ¸2.

e. Die Aussenfläche des Kreises:
kA={(x, y):x2+y2>r2}œ¸2.
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2. Der Ball (Kugel) im ¸3.
a. Gleichung der Kugelfläche:

B={(x, y, z):x2+y2+z2=r2}œ¸3.
b. Parametrisierung der Kugelfläche:

j:{(x, y):(x2+y2≤r2)}–¸3:
(s, t)–(s, t, √r2-s2-t2)  und

y:{(x, y):(x2+y2≤r2)}–¸3:
(s, t)–(s, t, -√r2-s2-t2)

oder siehe geographische Parametrisierung der Kugel.
c. Die Vollkugel:

BV={(x, y, z):x2+y2+z2≤r2}œ¸3.
d. Der Innenraum der Kugel:

BI={(x, y, z):x2+y2+z2<r2}œ¸3.
e. Der Aussenraum der Kugel:

BA={(x, y, z):x2+y2+z2>r2}œ¸3.

3. Das Intervall im  ¸1:
a. Gleichung der Menge der Intervallendpunkte:

J={x:x2=r2}={-r, +r}œ¸1.
b. Parametrisierung der Intervallendpunkte:

j:{0}–¸1:t–r  und
y:{0}–¸1:t–-r.

c. Das abgeschlossene Intervall:
JV={x:x2≤r2}=[-r, r]œ¸1.

d. Das Innere des Intervalls:
JI={x:x2<r2}=(-r, r)œ¸1.

e. Das Äussere des Intervalls:
JA={x:x2>r2}=¸B[-r, r]œ¸1.

4.  Die Sphäre im ¸4.
a. Gleichung der 4-dimensionalen Sphäre:

S={(x, y, z, v):x2+y2+z2+v2=r2}œ¸4.
b. Parametrisierung des 3-dimensionalen Sphärenraumes (=Begrenzung der

4-Sphäre) im  ¸4:
j:{(x, y, z):x2+y2+z2≤r2}–¸4:(q, s, t)—

(q, s, t, √r2-q2-s2-t2)  und
y:{(x, y, z):x2+y2+z2≤r2}–¸4:(q, s, t)—

(q, s, t, -√r2-q2-s2-t2).
c. Die Vollsphäre:

SV={(x, y, z, v):x2+y2+z2+v2≤r2}œ¸4.
d. Der Innenraum der Sphäre:
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SI={(x, y, z, v):x2+y2+z2+v2<r2}œ¸4.
e. Der Aussenraum der Sphäre:

SA={(x, y, z, v):x2+y2+z2+v2>r2}œ¸4.

Nun ist klar, wie die Definitionen für  n-dimensionale Sphären lauten.

5.  Die Sphäre im ¸n.
a. Gleichung der n-dimensionalen Sphäre:

Sn={(x1,9, xn):x1
2+9+xn

2=r2}œ¸n.
b. Parametrisierung des Sphärenraumes mit der Dimension  n-1   im  ¸n:

j:{(x1,9, xn-1):x1
2+9+xn-1

2≤r2}–¸n:
(t1,9, tn-1)—(t1,9, tn-1, √r2-t12-9-tn-1

2)  und
y:{(x1,9, xn-1):x1

2+9+xn-1
2≤r2}–¸n:

(t1,9, tn-1)—(t1,9, tn-1, -√r2-t12-9-tn-1
2).

c. Die volle n-dimensionale Sphäre:
SnV={(x1,9, xn):x1

2+9+xn
2≤r2}œ¸n.

d. Der Innenraum der n-dimensionalen Sphäre:
SnI={(x1,9, xn):x1

2+9+xn
2<r2}œ¸n.

e. Der Aussenraum der Sphäre:
SnA={(x1,9, xn):x1

2+9+xn
2>r2}œ¸n.

Satz:  Ist  k:[0, 1]–¸n  stetig (also ein Weg)  und ist  k(0)  ein Punkt des Innenraumes
der Sphäre und  k(1)  ein Punkt des Aussenraumes der n-dimensionalen Sphäre  Sn, so gibt
es mindestens ein  t0æ(0, 1), sodass  k(t0)æSn, also auf der Sphäre liegt.

G221
Sn

k(1)

k(0)

k(t0)

Beweis: Die Funktion Norm  ……:¸n–¸:(x1,9 , xn)—√x1
2+9+xn

2  ist
stetig. Daher ist auch die Funktion

……°k:[0, 1]–¸:t—√j1
2(t)+9+jn

2(t)
als Hintereinanderausführung zweier stetiger Funktionen stetig. Wegen   ……°k(0)<r  und
……°k(1)>r  muss es nach dem Zwischenwertsatz für stetige Funktionen ein  t0æ(0, 1)
geben, sodass  ……°k(t0)=r, also  ……2°k(t0)=r2  gilt. ˝
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Die Einbettung des  ¸n  in den  ¸n++++1

Der  ¸n  kann in kanonischer Weise in den  ¸n+1  mit Hilfe der injektiven Funktion
e:¸n–¸n+1:(x1,9, xn)—(x1,9, xn, 0)  eingebettet werden.

Dabei wird die Sphäre  Snœ¸n  in die Menge
e(Sn)={(x1,9, xn, 0):x1

2+9xn
2=r2}  übergeführt.

G221

Sn

k(2)

k(1)

¸n

x1

xn+1

x2, ... , xn

B=k(3)

A=k(0) r

Der Trick für die Science fiction:
Wenn wir nun zwei Punkte des  ¸n+1

A=(a1,9, an, 0)  mit  a1
2+9an

2<r2  und
B=(b1,9, bn, 0)  mit  b1

2+9bn
2>r2

gegeben haben, so können wir einen Weg  k:[0, 3]–¸n+1  konstruieren, welcher durch
keinen der Punkte von  e(Sn)  geht und für den  k(0)=A  und  k(3)=B  gilt, indem wir das
erste Wegstück gleich

k:[0, 1]–¸n+1:t—(a1,9, an, t)
wählen und das zweite Wegstück gleich

k:[1, 2]–¸n+1:t—(a1,9, an, 1)+(t-1).(B-A)
und das dritte Wegstück gleich

k:[2, 3]–¸n+1:t—(b1,9, bn, 1)-(t-2).(0,9, 0, 1)  wählen.

Wie kann sich bei einer dreidimensionalen Kugelfläche im  ¸4  jeder Punkt von jedem ent-
fernen, ohne dass diese dreidimensionale Kugelfläche einen Mittelpunkt im Dreidimen-
sionalen hat?
Anschaulich: Man schaut sich die Sachlage eine Dimension niedriger an:
Auf einer Luftballonhaut entfernt sich jeder Punkt von jedem, falls der Ballon aufgeblasen
wird. Dabei liegt auf dieser Luftballonhaut kein ausgezeichnetes Zentrum dieser Fluchtbe-
wegung.
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Der Würfel im  ¸n

Das Intervall  [0, 1]œ¸  ist der eindimensionale Einheitswürfel. Das Quadrat  [0, 1]fi
[0, 1]œ¸2  ist der zweidimensionale Einheitswürfel. Der Kubus (=Würfel, Hexaeder)  [0,
1]fi[0, 1]fi[0, 1]œ¸3  ist der dreidimensionale Einheitswürfel. Die Menge [0, 1]fi[0,
1]fi[0, 1]fi[0, 1]œ¸4  ist der vierdimensionale Einheitswürfel.

Die zwei Eckpunkte des eindimensionalen Einheitswürfels bilden die Menge
{(0), (1)}¢! {0, 1}, weil wir Eintupel nicht als solche notieren. Die vier Eckpunkte

des zweidimensionalen Einheitswürfel bilden die Menge
{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}.

Die acht Eckpunkte des dreidimensionalen Einheitswürfel bilden die Menge
{(0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 1)}. Die

sechzehn Eckpunkte des vierdimensionalen Einheitswürfel bilden die Menge
{(0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 1),
(0, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 1), (0, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 1),
(1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 1),
(1, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 1)}.

Übung: Was sind die Begrenzungen des Einheitswürfels im  ¸4?

1, 2, 3, 4 - dimensionaler Einheitswürfel
G063
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Platonische Körper

Ein reguläres  n-Eck ist ein ebenes Polygon mit  n  gleich langen Seiten und  n  Ecken,
welche auf einer Kreislinie liegen.
Ein platonischer Körper ist ein Polyeder, dessen Ecken auf einer Kugelfläche liegen und
dessen Seitenflächen alle kongruente reguläre  n-Ecke sind und dessen Ecken alle dieselbe
Kantenzahl (=Anzahl der Kanten, welche in eine Ecke einmünden)  m  haben. Leicht zu
erfassen sind Tetraeder (Vierflächner), Hexaeder (Sechsflächner, Würfel)   und Oktaeder
(Achtflächner):

G021

Tetraeder Würfel Oktaeder

Aber das Pentagon-Dodekaeder (Fünfeck-Zwölfflächner) und das Ikosaeder (Zwanzigfläch-
ner)

Pentagon-Dodekaeder Ikosaeder

G021

waren im Altertum ebenfalls schon bekannt. Das sind dann auch schon alle platonischen Kör-
per, die es gibt.
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Beweis: Es ist  a=180o-360o/n  das Mass des Winkels, den aneinanderstossende Seiten
des  n-Ecks miteinander einschliessen.  Denn es ist das Mass des Zentriwinkels  w  über einer
n-Eckseite gleich

w=360o/n, und somit gilt für das Mass des Basiswinkels  e  der  n  gleichseitigen
Teildreiecke wegen der Winkelsumme im Dreieck

2.e+w=180o, woraus  a=2.e=180o-w=180o-360o/n  folgt.

a

G021

w

e

e

Stossen in einer Ecke  k  viele  n-Ecke zusammen, so muss  k.a<360o  gelten, damit die  k
vielen  n-Ecke bei jeder Ecke zusammengeklebt werden können.
Weiters ist es nicht möglich, dass an einer Ecke nur genau  1  oder  2  viele  n-Ecke zusam-
men stossen. Es muss also  k≥3  sein.
Fall 1:  Der platonische Körper ist von gleichseitigen Dreiecken begrenzt. Hier ist  a=60o

und damit gilt wegen  k.a<360o, dass  3≤k<6.
Unterfall a: An einer Ecke stossen  3  Dreiecke zusammen. Dies ergibt das Tetraeder.
Unterfall b: An einer Ecke stossen  4  Dreiecke zusammen. Dies ergibt das Oktaeder.
Unterfall c: An einer Ecke stossen  5  Dreiecke zusammen. Dies ergibt das Ikosaeder.
Fall 2:  Der platonische Körper ist von Quadraten begrenzt. Hier ist  a=90o  und deswegen
k.a<360o, also  3≤k<4, also  k=3. Dies ergibt den Würfel.
Fall 3:  Der platonische Körper ist von regelmässigen Fünfecken begrenzt. Hier ist  a=108o

und damit gilt wegen  k.a<360o, dass  3≤k<4, also  k=3. Dies ergibt das Pentagon-
Dodekaeder.
Fall 4:  Der platonische Körper ist von regelmässigen  n-Ecken mit  n>5  begrenzt. Hier ist
a≥120o  und somit  3≤k<3  und somit gibt es keinen platonischen Körper der von  n-
Ecken mit  n>5  begrenzt ist.

Ein zweiter Beweis (nicht anschaulich) verwendet den Eulerschen Polyedersatz: Nehmen wir
an, dass aus regulären n-Ecken derselben Grösse die Oberfläche eines Polyeders
zusammengefügt ist, so dass in jeder Ecke  m  Kanten und daher auch  m  Flächen aneinander
stossen. Dann ist  e.m=2.k, weil jede Kante zu zwei Ecken führt, und es ist  f.n=2.k,
weil je zwei Flächen von einer Kante getrennt werden. In die Eulersche Polyederformel
e+f=k+2  eingesetzt, ergibt dies  2.k/n+2.k/m=k+2, also

(3) 1/n+1/m=1/2+1/k. Keine der Zahlen  m  und  n  kann kleiner  3  sein.
Daher ist

1/n+1/m≤2/3. Aus  (3)  folgt, dass
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(4) 1/n+1/m>1/2. Somit haben wir
(5) 1/2<1/n+1/m≤2/3.

Man probiert nun  n, mæ{3, 4, 5,9}. Ist  n=3, so ist nur  für   m=3, 4, 5  die Unglei-
chung  (4)  erfüllt. Ist  n=4, so ist nur für   m=3  die Ungleichung  (4)  erfüllt. Ist  n=5, so
ist ebenfalls nur für  m= 3  die Ungleichung  ( 4 )  erfüllt. Für  n= 6  ist
1/n+1/m≤1/6+1/3=1/2. Daher gibt es für  n≥6  keine Lösungen mehr von  (5). Damit
haben wir nur die  5  Möglichkeiten  n=3  und   m=3, n=3  und  m=5, n=5  und  m=3,
n=3  und  m=4, n=4  und  m=3. Diesen  5  Möglichkeiten entsprechen aber gerade die  5
bekannten Platonischen Körper. ˝
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Eulerscher Polyedersatz

Ein konvexes Polyeder  Q  ist ein beschränkter Körper im  ¸3, welcher durch endlich viele
Halbräume begrenzt ist. Daher sind die Begrenzungsflächen eines konvexen Polyeders ebene
konvexe Polygone. Die Kanten des konvexen Polyeders sind die Strecken, an denen diese
Polygone aneinanderstossen und die Ecken des konvexen Polyeders sind die Eckpunkte
dieser Polygone. Die platonischen Körper sind Beispiele für konvexe Polyeder, ebenso
Quader und Pyramiden über konvexen Grundflächen. Ein Diamant mit Brillantschliff ist auch
ein konvexes Polyeder. (Der Brillantschliff ist ein Facettenschliff mit mindestens  57
Facetten, plus einer abgeschliffenen Spitze der Unterseite - der Kalette, in bestimmter
Anordnung und Winkeln und in runder Form. Er wurde 1916 vom Amerikaner Marcel
Tolkowsky aus dem Altschliffbrillanten entwickelt. Ca. 95% aller Diamanten werden im
Brillantschliff ausgeführt. Ebenso werden Brillanten aus den Materialien Zirkonia und Glas
geformt.)

G045

Es ist überhaupt jede klassische Schmucksteinform mit ebenen Begrenzungsflächen ein
konvexes Polyeder. Es gibt aber z.B. auch Schmucksteine in eingebuchteter Herzform und
diese stellt kein konvexes Polyeder dar.
Schneidet man von einem konvexen Polyeder eine Ecke ab, so entsteht wieder ein konvexes
Polyeder (z.B. bei der Anbringung der Kalette des Brillantschliffes).

G045
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Sei nun  Q  ein konvexes Polyeder und bezeichne  e  die Anzahl der Ecken des konvexen
Polyeders, k  die Anzahl der Kanten des konvexen Polyeders, f  die Anzahl der Flächen des
konvexen Polyeders.

Der Eulersche Polyedersatz besagt nun, dass  e+f=k+2  gilt.

Beweis (nach Cauchy):  Wir gehen von einer der Begrenzungsflächen  P1  aus. Für sie gilt
e1=k1  und  f1=1. Damit haben wir vorläufig

(3) e+f=e1+f1=k1+1=k+1.

P1

P2

G045

P3

Weitere Polygone  Pi  (aber nicht das letzte) hinzufügend, bleibt die Beziehung
e+f=k+1  immer erhalten, denn es kommen dabei nur die folgenden Schritte vor:

1. Ankleben eines  n-Eckes. Es vermehrt sich dabei die Anzahl der Ecken um  n-2, die
Anzahl der Kanten um  n-1  und die Anzahl der Flächen um  1.
2. Nachträgliches Zusammenfügen von zwei Kanten. Es verringert sich dabei die Anzahl
der Ecken um  1, die Anzahl der Kanten um  1  und die Anzahl der Flächen bleibt gleich.
Jetzt überlegen wir uns, was beim Einfügen des letzten Polygons passiert. Dabei bleiben  e
und  k  konstant und  f  vermehrt sich um  1. Somit gilt schliesslich

e+f=k+2. ˝

Übung: Überprüfen Sie den Eulerschen Polyedersatz am Brillantschliff (samt Kalette) laut
Zeichnung.
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5-Eck, goldener Schnitt und 17-Eck

Wir besprechen das regelmässigen Fünfeck, das regelmässige Zehneck und den Goldenen
Schnitt exemplarisch mit Hilfe elementargeometrischer Überlegungen, welche für die Schule
interessant sind:

M

A

B
s

r

G115

A = Ml

N

B = Al

Bl

Nl

s/2
s

s

r

18o

36o

72o

18o

G115

Das rechts gezeichnete Dreieck  AMB  mit den Winkeln  2a, 2a, a  (also  a=36o)  heisst
das Dreieck des Eudoxos von Knidos.oder neuerdings auch das "goldene Dreieck".

Das regelmässige Zehneck
Das regelmässige Zehneck mit dem Umkreisradius  r  und der Seitenlänge  s  setzt sich aus
10  zueinander kongruenten gleichschenkeligen Dreiecken zusammen. Eines dieser Dreiecke
hat die Eckpunkte  M, B, A. Das Mass des Winkels dieses Dreieckes bei  M  ist daher
360o:10=36o.
In der rechten Skizze ist dieses Dreieck vergrössert gezeichnet. Der Halbierungspunkt
zwischen  A  und  B  ist mit  N  bezeichnet. Das Dreieck mit den Eckpunkten  M, N, A  hat
daher bei  M  einen Winkel mit dem Mass  18o. Wir haben daher  sin (18o)=s/(2r). Die
Winkel des gleichschenkeligen Dreieckes mit den Eckpunkten  M, B, A  haben bei den
Eckpunkten  A  und  B  dasselbe Mass, nämlich  72o (die Summe der Masse der Winkel im
Dreieck ist ja  180o). Betrachten wir nun die Winkelhalbierende beim Eckpunkt  A, so
schneidet diese die Dreiecksseite von  M  nach  B  in einem Punkt, welchen wir mit  B@
bezeichnen wollen.
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Nun erkennen wir, dass das Dreieck mit den Eckpunkten  B@, B, A  bei  B@ einen Winkel mit
dem Mass  72o  besitzt (das Mass des Aussenwinkels des Dreieckes mit den Eckpunkten  M,
B@, A  bei  B@ ist gleich der Summe der beiden Innenwinkel, also  36o+36o=72o). Das
Dreieck mit den Eckpunkten  B@, B, A  besitzt bei  B  ebenfalls einen Winkel mit dem Mass
72o. Daher ist das Dreieck mit den Eckpunkten  A=M@, B=A@, B@ ähnlich dem Dreieck mit
den Eckpunkten  M, A, B  und somit auch gleichschenkelig. Dem Punkt  N  beim Dreieck mit
den Eckpunkten  M, B, A  entspricht nun ein Punkt  N@ beim Dreieck mit den Eckpunkten
M@, B@, A@  und weiters folgt, dass die Strecke von  A  nach  B@ gleich lang wie die von  A
nach  B ist, also die Länge  s  besitzt. Da das Dreieck mit den Eckpunkten  M, B@, A  bei den
Eckpunkten  M  und  A  einen Winkel mit dem Mass  36o  besitzt, ist es gleichschenkelig,
und die Strecke von  M  nach  B@ hat daher die gleiche Länge wie die Strecke von  A  nach
B@,   nämlich  die Länge  s. Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke mit den Endpunkten  M, N, A
bzw.  M@, N@, A@ schliessen wir nun, dass

s/2:r=(r-s)/2):s, also  s2=r2-r.s  gilt.
Aus dieser quadratischen Gleichung für  s  folgt, dass  s=r/2 ·(√5-1)  und somit

sin (18o)=
s
2r
= √ 5-1

4
. Daraus folgt sofort

cos (18o)=√1-sin2 (18o)=9=√5+ËÈÈ5
8

. Nun rechnen wir

cos (36o)=cos (2.18o)=cos2 (18o)-sin2 (18o)=

5+√ 5
8

-
6-2.√ 5

16
=

1+√ 5
4

.

Für die Zehneckseite   s10=s  notieren wir uns die Formel

s10=
r
2
·(√ 5-1).

Bemerkung: Bei Berechnungen im Zusammenhang mit dem regelmässigen Zehneck und
auch dem regelmässigen Fünfeck tritt immer wieder der sogenannte "Goldene Schnitt" auf.

Der Goldene Schnitt
Definition:  Eine Strecke  EF  wird durch einen Punkt  S  im sogenannten Goldenen Schnitt
geteilt, falls sich die Länge der grösseren Teilstrecke  ES  zur Länge der kleineren Teilstrecke
SF  so verhält wie die Länge der Gesamtstrecke  EF  zur Länge der grösseren Teilstrecke  ES.

E S F G115

Bezeichnet man die Länge der Strecke  EF  mit  a, die Länge der grösseren Teilstrecke  ES
mit  M  (=Abkürzung für Major) und die Länge der kleineren Teilstrecke  SF  mit  m
(=Abkürzung für Minor), so ist der Goldene Schnitt also durch
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M:m=(M+m):M (=a:M)  definiert.
Es gilt somit  m.(M+m)=M2. Die Division durch  m2  ergibt die quadratische Gleichung

(4) (M/m)2-(M/m)-1=0  für  M/m, woraus wegen  M/m>0  die Beziehung

F≠M/m=
1+√ 5

2
=1,61803398879  folgt.

Wie wir in der Algebra gelernt haben, rechnen wir nun aus
F2-F-1=0, dass einerseits
F2=F+1,
F3=F.F2=F.(F+1)=F2+F=F+1+F=2F+1,
9,

und wegen  F-1-F-1=0, dass andererseits
F-1=F-1,
F-2=F-1.F-1=(F-1)2=F2-2F+1=F+1-2F+1=2-F,
9.

So kann man sich viel lästige Rechnerei mit Brüchen und  √ 5  ersparen.

Wir haben also

(5) 1/F=F-1=√ 5-1
2

 =0,61803398879 .

Damit ist

sin (18o)=
1

2F
=

F-1
2

  und  cos (36o)= F

2
=

1
2
+sin (18o).

Für unser gleichschenkeliges Dreieck mit den Eckpunkten  M, B, A  folgt aus der Gleichung
(3), dass  (r/s)2-(r/s)-1=0, also wegen  (4)  und  r/s>0, dass also auch

r/s=F  gilt.
Die Seite  MB  des Dreieckes mit den Eckpunkten  M, B, A  wird also durch  B@ im Gol-
denen Schnitt geteilt. Es handelt sich also um ein Goldenes Dreieck mit den Winkelmass-
zahlen  72o, 72o, 36o.
Die Zahl  F  wird auch die Goldene Zahl genannt. Wie aus  (5)  hervorgeht, erfüllt sie die
Gleichungen

F=1+1/F, also (rekursiv immer wieder eingesetzt)
F=1+1/(1+1/F),
F=1+1/(1+1/(1+1/F)),
F=1+1/(1+1/(1+1/(1+1/(1+1/F)))),  9 .

Wir setzen nun

a1≠1+
1
1

, a2≠1+
1

1+
1
1

, a3≠1+
1

1+
1

1+
1
1

, 9.

Da  F>1, bekommen wir durch vollständige Induktion
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1<a1=1+
1
1
>1+

1
F
=F,

1<a2=1+
1

1+
1
1

=1+
1
a1
<1+

1
F
=F,

1<a3=1+
1

1+
1

1+
1
1

=1+
1
a2
>1+

1
F
=F, 9.

Und so bekommen wir die Abschätzungen

(6) a2<a4<a6<9<F<9<a5<a3<a1.

Die Fibonaccifolge ist die nach  Á  strebende Folge der Zahlen
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,9, an=an-2+an-1.

Wir finden sie wieder in
a1=2/1, a2=3/2, a3=5/3, a4=8/5, a5=13/8, a6=21/13 9,

denn wir sehen (bis auf den Start), dass sowohl im Zähler als auch im Nenner der Reihe nach
die Fibonaccizahlen auftreten. Mit

An/Bn≠an  (An, Bn  Fibonaccizahlen wie oben)  haben wir die Formel
An+1/Bn+1=An/Bn+(-1)n/Bn+1.Bn, also
|an+1-an|=1/(Bn+1.Bn)÷0  für  n÷Á.

Aus  (6)  folgt nun sofort, dass  4an=F.

Dieses Ergebnis wird auch in Form eines sogenannten Kettenbruches

F=1+
1

1+
1

1+
1

1+9 
 
 

notiert.

Konstruktion des Goldenen Schnitts mit Zirkel und Lineal
Sei  EF  eine Strecke mit der Länge  a. Bei  F  sei das Lot  FC  mit der Länge  a/2  gezeich-
net. Auf der Strecke  EC  sei der Punkt  D  so platziert, dass die Strecke  DC  die Länge  a/2
hat. Nun wird die Länge der Strecke  ED  von  E  aus auf der Strecke  EF  abgetragen. Dies
ergibt den Punkt  S. Der Punkt  S  teilt dann die Strecke  EF  im Goldenen Schnitt.

E S F

D

C

a/2

a G114
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Beweis: Nach dem Pythagoräischen Lehrsatz ist die Länge der Strecke  EC  gleich  a.√ 5/2.
Weil die Strecke  CF  und daher auch die Strecke  CD  die Länge  a/2  hat, folgt, dass die
Strecke ED  die Länge  a.√ 5/2- a/2=a.(√ 5-1)/2=a/F   hat. Dieselbe Länge hat nun
auch die Strecke  ES. Es ist also

|E, F|:|E, S|=a:(a/F)=F  und
|E, S|:|E, F|=1:F. ˝

Ausgehend von der Konstruktion des Wertes  F  bzw.  1/F  mit Hilfe von Zirkel und Lineal
ist es also möglich, den Winkel mit dem Mass 18o  und alle seine ganzzahligen Vielfachen
ebenfalls mit Zirkel und Lineal zu konstruieren.

E S Fa / Φ

a / 2Φ

a

Thaleskreis

18o

G114

Dies wiederum zeigt, dass der Winkel mit dem Mass  360o  in zwanzig gleiche Teile (jeder
dieser Teile hat dann eben ein Mass von  18o)  mit Zirkel und Lineal geteilt werden kann.
Somit können wir einem vorgegebenen Kreis ein regelmässiges Zwanzigeck einschreiben.
Verwenden wir nur jeden zweiten Eckpunkt davon, so schreiben wir dem Kreis ein
regelmässiges Zehneck mit Zirkel und Lineal ein. Verwenden wir von diesem Zehneck
wiederum nur jeden zweiten Eckpunkt, so schreiben wir dem Kreis mit Zirkel und Lineal ein
regelmässiges Fünfeck ein.

Die Konstruktion des (regelmässigen=regulären) Fünfeckes
Sei vorerst  næ{2, 3, 9}  beliebig und bezeichne

r  den Radius des Kreises, der dem regelmässigen  n-Eck umschrieben und
r  den Radius des Kreises, der dem regelmässigen  n-Eck eingeschrieben ist.

Weiters sei
sn  die Seite des regelmässigen  n-Eckes.



77

R.Liedl: Euklidische Geometrie  Teil1  27. August 1956

kum

kin

M

r

r

N
B

C

D

A

s n

s 2n
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Aus dem Dreieck  [D, N, M]  lesen wir ab, dass
(3) (sn/2)2+r2=r2, also  r=(√4r2-sn

2)/2.
Die Strecke  AC  hat die Länge  s2n  der Seite des  2n-Eckes. Der Umkreis ist der Thaleskreis
über  [A, B], und daher ist das Dreieck  [A, B, C]  rechtwinklig. Der Kathetensatz ergibt
somit  (s2n)2=(r-r).2r. Mit  (3)  bekommen wir

(4) (s2n)2=(r-(√4r2-sn
2)/2).2r.

Für das regelmässige Zehneck hatten wir die Formel
r/s10=F  mit  F2-F-1=0, also  F=1+1/F, also 1/F=F-1.

Somit ist
s10=r/F=r.(F-1), also  s10

2=r2.(F2-2F+1)=r2.(2-F).
Mit  (4)  folgt

r2.(2-F)=(r-(√4r2-s5
2)/2).2r  und weiter

r2.F=r.√4r2-s5
2, r2.F2=4r2-s5

2,

5
2=4r2-r2.F2=4r2-r2.(1+F)=r2.(3-F)=
=r2+r2.(2-F)=r2+

r2

F2 .F
2.(2-F)=

=r2+s10
2.(2F2-F3)=r2+s10

2.(2F+2-2F-1)=r2+s10
2.

Diese letzte Formel führt zur Konstruktion der  5-Eckseite aus der  10-Eckseite, wie dies auch
beim üblichen Schema stattfindet:

1. Umkreis zeichnen!
2. Halbierungspunkt  H  zwischen  M  und  U  zeichnen!
3. Nach dem Pythagoreischen Lehrsatz ist die Länge der Strecke HN  gleich

√(r/2)2+r2=r.√ 5/2.
4. Kreisbogen um  H  von  N  nach  Z  schlagen.
5. Daher ist die Länge der Strecke  MZ  gleich

r. √ 5/2-
r
2
=r.(√ 5-1)/2=r/F=s10.

6. Wegen der Formel  s5
2=r2+s10

2  ist schliesslich die Fünfeckseite gleich der Länge der
Strecke  ZN.



78

R.Liedl: Euklidische Geometrie  Teil1  27. August 1956

M UH

N

Z

r

s10

s5

G113

Der Goldene Schnitt spielt in den bildenden Künsten als Kompositionsprinzip eine grosse
Rolle. Nach unserem Wissen wurde der Goldene Schnitt von dem römischen Architekten
Vitrubius  zum ersten Mal im Zusammenhang mit der Ästhetik erwähnt. Wir müssen aller-
dings darauf hinweisen, dass die ästhetische Bedeutung des Goldenen Schnitts oft masslos
überschätzt wird. Auch in der Natur kann man Teilverhältnisse feststellen, welche in der
Nähe des Goldenen Schnittes liegen. In der Mathematik tritt der Goldene Schnitt u.a. in der
Geometrie und in der Zahlentheorie auf und sollte dem gebildeten Menschen bekannt sein.

Satz:
(1) Zwei Diagonalen eines regelmässigen Fünfeckes teilen sich gegenseitig im goldenen
Schnitt (so dürfte der goldene Schnitt entdeckt worden sein).
(2) Die Diagonale eines regelmässigen Fünfeckes steht zur Seite eines regelmässigen
Fünfeckes im Verhältnis des goldenen Schnittes.
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P1

P2

P3

P5

P4

D

G113

s
d

a

A

Beweis: Bezeichne  s  die Seitenlänge  und  d  die Diagonalenlänge. Eine Diagonale ist
jeweils zu einer Seite parallel (Symmetriegründe!). Daher ist (siehe Skizze)  P3P4P5D   eine
Raute mit vier gleich langen Seiten.
Aus dem zweiten Strahlensatz mit Zentrum  D  folgt

DP3:DP1=P3P5:P2P1. also  (siehe Skizze)
(3) A:a=d:s.
Wegen  s=A  und  d=A+a  folgt
(4) A:a=(A+a):a=Verhältnis des goldenen Schnittes, also gilt  (1).
Wegen  (3)  folgt nun aber auch  (2). ˝

Satz:  Das Verhältnis des goldenen Schnittes, die "goldene Zahl"  F=(√ 5+1)/2, ist eine
irrationale Zahl (so dürfte die erste irrationale Zahl entdeckt worden sein).
Beweis: Wir führen den Beweis indirekt und nehmen an, dass  F  eine rationale Zahl ist.
Dann ist auch   2.F-1=√ 5  eine rationale Zahl. Nun führen wir die Aussage, dass  √ 5
rational ist, zum Widerspruch.
Aus der Behauptung folgt, dass wir durchgekürzt schreiben können

√ 5=p/q  mit  p, qæ›  und - wie gesagt -   p, q  teilerfremd.
Es folgt

5=p2/q2, also
5.q2=p2, und somit teilt  5  die Zahl  p2  und daher auch die Zahl  p. Es ist also  p

von der Form  p=5.p1, also ist  p  durch  5  teilbar und wir haben
5.q2=(5.p1)2=25.p1

2, und somit
q2=5.p1

2. Daher teilt  5  die Zahl  q2  und daher auch die Zahl  q. Es ist also  q  von
der Form  q=5.q1. Also werden sowohl  p  als  q  von  5  geteilt und sind somit doch nicht
durchgekürzt. Widerspruch! ˝
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Bemerkung: Die Zahl  √ 2, das Verhältnis von Quadratdiagonale zu Quadratseite - ist eben-
falls irrational. Der Beweis verläuft vollkommen analog wie bei  √ 5. Aber diese Irrationalität
dürfte erst nach der Irrationalität von  √ 5  bzw.  F=(√ 5+1)/2  gefunden worden sein.

Das reguläre Pentagramm (Drudenfuss) in der Kultur
Das Fünfeck und Varianten davon inspirierten zu allen Zeiten die Menschen mit
esotherischer Ader.
Der Fünfstern (Pentagramm, Drudenfuss) wird in einem Zug gezeichnet und stellt mit der
Spitze nach unten ein Zeichen zur Anrufung dämonischer Geister und mit der Spitze nach
oben ein Zeichen (fünfzackiger Sheriff-Stern) zum Bannen dieser Mächte dar. Es wurde im
Mittelalter an Ehebetten, Kinderwiegen, Stalltüren und auch an Kirchen angebracht. Sehr
bedeutungsvoll ist er bei gnostischen Sekten in Verbindung mit magischen Formeln (hier
findet man im Zentrum oft ein  G  als Zeichen für Gnosis oder Generatio). In der
Freimaurerei ist er mit einem  A  in der Mitte zu finden, was als "Grosser Architekt"
interpretiert wird. Der Buchstabe  A  ist im Drudenfuss fünf mal zu lesen. Das Fünfeck selbst
(wie auch die Zahl  5) wird auch mit Macht in Verbindung gebracht (Pentagon des
Kriegsministeriums der USA).
Für die Pythagoräer  (5.tes und 4.tes Jahrhundert vor Chr., Philosophengemeinschaft in
Griechenland und Süditalien, aus den Schülern des Pythagoras hervorgegangen) war das
Pentagramm ein wichtiges Symbol der Identifizierung, und deswegen ist wahrscheinlich von
ihnen die Irrationalität von  √ 5  vor der Irrationalität von  √ 2  entdeckt worden.
Neuerdings ist der Drudenfuss beim wiedererstehenden Volkssatanismus zu finden. Der
Drudenfuss ist allerdings von so einfacher und kanonischer Geometrie, dass er auch ganz
spontan und ohne verborgene Bedeutung auftaucht.
Geometrisch verwandt zum Drudenfuss findet man als Symbol auch einen sechszackigen
Stern, der in der Form zweier ineinander verflochterner Dreiecke als Davidstern bezeichnet
wird.

G070 G070

 Pentagramm 6-strahliges Analogon
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Seesterne haben  5  bis  50  Arme, am häufigsten findet man aber diese Stachelhäuter  5-
strahlig ausgebildet. Die Blüten vieler Pflanzen sind  5-strahlig.

Achtung: Für das  7-Eck  gibt es keine Konstruktion mit Zirkel und Lineal. Ebenso wenig für
das  11-Eck, und das  13-Eck. Für das 17-Eck gibt es eine, welche von Carl Friedrich Gauß
[1777-1855] in seiner Dissertation erstmalig beschrieben wurde.

Übung:
1. Man berechne das Verhältnis  L:B  der Länge zur Breite eines Rechteckes, welches die
Eigenschaft hat, dass es durch die Halbierungslinie der Länge in zwei kleinere Rechtecke mit
Länge  l  und  Breite  b  geteilt wird, so dass  L:B=l:b.
2. Man berechne das Verhältnis  L:B  der Länge zur Breite eines Rechteckes, welches durch
Abtrennung eines möglichst grossen Quadrates in ein kleineres Rechteck der Länge  l  und
Breite  b  verwandelt wird, so dass  L:B=l:b.

L

B

l

b

G209

L

B

b

l

✂
✂

Das reguläre Siebzehneck  ✤
Wir folgen einer Darstellung von Heinrich Dörrie [Ebene und sphärische Trigonometrie,
Oldenbourg  1950], welche ihrerseits sich an dem Beweisgang in der Gaußschen Dissertation
in den "Disquisitiones arithmeticae" 1801 orientiert.
Wir betrachten das reguläre Siebzehneck, welches den Einheitskreis als Umkreis besitzt und
für welches  (-1, 0)  ein Eckpunkt ist.
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j

s

1

G100

Sei  j≠p/17  und weiters sei  c≠cos (j). Wir werden zeigen, dass sich  c  mit Zirkel
und Lineal konstruieren lässt, woraus folgt, dass die Siebzehneckseite s=
2.sin (j)=2.√1-c2  ebenfalls mit Zirkel und Lineal gewonnen werden kann.

2

cos (j)sin (j)

G100

Nun brauchen wir gewisse Summationsformeln für die trigonometrischen Funktionen:
Bezeichne

S1≠sin (a)+sin (a+d)+sin (a+2d)+9+sin (a+md)  und
S2≠cos (a)+cos (a+d)+cos (a+2d)+9+cos (a+md).

Das sind sogenannte quasiarithmetische Reihen.
Mit  n≠m+1  rechnen wir

2.sin (d/2).S1=2.sin (d/2).sin (a)+9+2.sin (d/2).sin (a+md)=
=(cos (a-d/2)-cos (a+d/2))+9
+(cos (a-d.(2n-3)/2)-cos (a+d(2n-1)/2)).

Analog ist
2.sin (d/2).S2=(sin (a+d/2)-sin (a-d/2))+9
+(sin (a+d.(2n-1)/2)-sin (a+d(2n-3)/2)).

Beide Ausdrücke sind Teleskopsummen, das heisst bis auf zwei Summanden heben sich alle
anderen auf.
So ist also

2.sin (d/2).S1=cos (a-d/2)-cos (a+d(2n-1)/2)  und
2.sin (d/2).S2=sin (a+d.(2n-1)/2)-sin (a-d/2).

Wir verwandeln wieder zurück in Produkte und haben dann
2.sin (d/2).S1=2.sin (a+d.(n-1)/2).sin (d.n/2)  und
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2.sin (d/2).S2=2.cos (a+d.(n-1)/2).sin (d.n/2).
Daher ist

S1=sin (a+d.(n-1)/2).
sin (d.n/2)
sin (d/2)

  und

S2=cos (a+d.(n-1)/2).
sin (d.n/2)
sin (d/2)

.

Bezeichnet nun
m  das arithmetische Mittel  der Winkel
a, a+d, a+2d,9, a+md,

so gilt

m=
(a)+(a+(n-1)).d

2 .

Etwas übersichtlicher können wir unsere Resultate so formulieren:

S1=sin (m).
sin (d.n/2)
sin (d/2)

   und

S2=cos (m).
sin (d.n/2)
sin (d/2)

.

Nun zurück zum 17-Eck.
Wir betrachten die quasiarithmetischen Reihen

U=cos (j)+cos (3j)+cos (5j)+9+cos (15j)  und
V=cos (2j)+cos (4j)+cos (6j)+9+cos (16j) .

Mit der Summenformel  bekommen wir

U=cos (8j).
sin (8j)
sin (j)

=[wegen sin (2a)=2.sin (a).cos (a)]=

=sin (16j)/(2.sin (j))=[wegen 17j=p]=

=
sin (p-j)
2.sin (j)

=
sin (j)

2.sin (j)
=2

und

V=cos (9j).
sin (8j)
sin (j)

=

=[wegen  cos (a).cos (b)=2 .(cos (a+b)+cos (a-b))]=

=2.
sin (8j-9j)+sin(8j+9j)

sin (j)
=2.

sin (-j)+sin(p)
sin (j)

=-2 .

Nun wird  U  in zwei Teilsummen  U=u+u@  aufgeteilt, wobei
u=cos (3j)+cos (7j)+cos (5j)+cos (11j)
u@=cos (9j)+cos (13j)+cos (15j)+cos (j).

Die Zahl  u@  ist negativ, weil  cos (13j)  und  cos (15j)  grosse Beträge haben und negativ
sind, aber  cos (9j)  von kleinem Betrag und positiv ist.
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j

9j

13j

15j

G100

Nun folgt
u.u@=cos (3j).cos (9j)+cos (3j).cos (13j)+cos (3j).cos (15j)+
cos (3j).cos (j)+cos (7j).cos (9j)+cos (7j).cos (13j)+
cos (7j).cos (15j)+cos (7j).cos (j)+cos (5j).cos (9j)+
cos (5j).cos (13j)+cos (5j).cos (15j)+
cos (5j).cos (j)+cos (11j).cos (9j)+cos (11j).cos (13j)+
cos (11j).cos (15j)+cos (11j).cos (j).

Mit der Formel
cos (a).cos (b)=2 .(cos (a+b)+cos (a-b))  und  cos (-a)=cos (a)

rechnen wir so weiter, dass nur gerade Zahlen als Koeffizienten auftreten, welche zwischen  2
und  16  liegen, also
2.u.u@=cos (12j)+cos(6j)+cos (16j)+cos(10j)+cos (j)+cos(12j)+

+cos (4j)+cos(2j)+cos (16j)+cos(2j)+cos (14j)+cos(6j)+
+cos (12j)+cos(8j)+cos (8j)+cos(6j)+cos (14j)+cos(4j)+
+cos (16j)+cos(8j)+cos (14j)+cos(10j)+cos (6j)+cos(4j)+
+cos (14j)+cos(2j)+cos (10j)+cos(2j)+cos (8j)+cos(4j)+
+cos (12j)+cos(10j)=4.(cos (2j)+cos (4j)+cos (6j)+cos (8j)+
+cos (10j)+cos (12j)+cos (14j)+cos (16j))=4.V=-2.

Somit ist  u+u@=2  und  u.u@=-1. Daher sind die Zahlen  u  und  u@  die beiden Lösun-

gen der quadratischen Gleichung  l2-2 .l-1=0, und somit ist

(3) u=
1+√17

4
  und  u@=

1-√17
4

.

Nun teilen wir
u  und  u@  auf in  u=x+x  und  u@=y+h  mit  x=cos (3j)+cos (5j),
x=cos (7j)+cos (11j)  und  y=cos (9j)+cos (15j),
h=cos (13j)+cos (j).

Sodann berechnen wir mit schon bewährter Methode
2.x.x=cos (2j)+cos (4j)+cos (6j)+9+cos (16j)=-2 ,
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2.y.h=-2 .

Somit haben wir  x+x=u  und  x.x=-4 , sowie  y+h=u@  und  y.h=-4 , und daraus
folgt [Vorzeichenbestimmung analog zu vorhin]

(4) x=
u+√u2+1

2
 ,  x=

u-√u2+1
2

 ,

(5) y=
u@-√u@2+1

2
 ,  h=

u@+√u@2+1
2

 .

Wir rechnen weiter
2.cos (13j)=cos (14j)+cos (12j)=-(cos (3j)+cos (5j))=-x.

Somit haben wir

cos (13j)+cos (j)=h  und cos (13j).cos (j)=-
x
2

.

Daraus folgt schliesslich

(6) cos (j)=
h+√h2+2.x

2
.

Weil  u  und  u@  mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind [vergleiche  (3)], sind auch  x  und
x  mit Zirkel und Lineal konstruierbar [vergleiche  (4)  und  (5)]. Und aus (6)  folgt
schliesslich, dass auch  cos (j)  mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist. ˝
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Elementare Einführung i n  die
Geometrie
  
Flächeninhalte
Der bürgerliche Flächenbegriff ist eng mit einem Wertbegriff verknüpft, indem der Wert
eines Gutes proportional seinem Flächeninhalt ist.  Da viele dieser Güter beweglich sind, ist
es naheliegend, diesen Flächeninhalt als invariant gegenüber Bewegungen und Spiegelungen
zu sehen. Die Additivität des Flächeninhaltes (Inhalt zusammengesetzter Flächen ist gleich
der Summe der Inhalte der einzelnen Flächen) ist ebenfalls eine sehr natürliche Anschauung.
In der wissenschaftlichen Mathematik sind die Translationsinvarianz (eine Spezialisierung
der Bewegungsinvarianz) und die Additivität (genauer die  s-Additivität) definierende
Eigenschaften des Lebesgueschen Masses (bzw. des Haarschen Mases auf lokalkompakten
Gruppen), welche eine Modellierung des bürgerlichen Flächenbegriffes ist. Daher ist es
legitim, die Bewegungsinvarianz, die Spiegelungsinvarianz und die Additivität des
Flächenbegriffes in der Schule als natürlich gegeben zu behandeln und keine weiteren
Erörterungen darüber anzustellen.

Der Flächeninhalt des Rechteckes, des Parallelogramms und des Dreieckes

7Das Quadrat mit der Seitenlänge  1 (Längeneinheit)  hat den Flächeninhalt  1  (Flächenein-
heit, welche mit der Längeneinheit assoziiert ist). Dies ist der übliche Ausgangspunkt der
Masstheorie in der wissenschaftlichen Mathematik.

7Der Flächeninhalt eines Rechteckes mit der Länge  l  und der Breite  b  ist gleich
FlRechteck≠l.b.

G212

A B

C D
1

l

b
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Diese Definition wird in der Schule durch Abzählen der Quadrate mit Seitenlänge  1  (und
daher Flächeninhalt  1)  motiviert.

7Der Flächeninhaltes eines Parallelogramms wird folgendermassen hergleitet:

G212

A B

C D

E F

h

.

Das Parallelogramm  EFCD  entsteht aus dem Rechteck  ABCD,  indem das Dreieck  FBD
weggeschnitten wird und als deckungsgleiches und daher flächengleiches Dreieck  EAC
wieder angefügt wird. Somit ist

FlEFCD=FlABCD-FlFBD+FlEAC=FlABCD. Daher bekommen wir mit

g≠|E, F|  und  h≠|A, C|  die Flächenformel
FlParallelogramm=g.h.

7Die Flächenberechnung für das Dreieck wird auf die des Parallelogrammes zurückgeführt:

G212

C D

E F

h

g .

Das Dreieck  EFD  entsteht aus dem Parallelogramm  EFCD  indem dieses entlang der
Diagonale  ED  in die zwei deckungsgleichen und damit flächengleichen Dreiecke

EFD  und  EDC  zerlegt wird.
Daher ist mit den Bezeichnungen von vorhin

FlDreieck=g.h/2.
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Die Strahlensätze
Bezeichne  Wg  den Flächeninhalt eines gleichschenkeligen Dreieckes CYX  mit den Schen-
kellängen  1  und dem Öffnungswinkel  g, wobei  0<g<180o.

g

1

1

G212

X

Y

C

Unter Vermeidung der expliziten Nennung des Sinus überlegen wir uns zuerst, dass ein
Dreieck  ABC  mit den Seitenlängen

a≠|B, C|, b≠|C, A|  und dem Winkel  g≠∠ BCA  den Flächeninhalt
Fl (ABC)= a.b.Wg  hat.

Dies sieht man so:

C g

1

1

G212A

X

Y

h

a

Zuerst gehen wir von  CYX  zu  CAX  über, wobei die Grundlinie  CY  in die Grundlinie  CA
übergeht und dabei die  a-fache Länge bekommt. Die Höhe  h  bleibt dieselbe, und daher ist
Fl (CAX)=a.Fl (CYX)=a.Wg.

C g

1

G212A

X

a

h@

b

B
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Sodann gehen wir von  CAX  zu  CAB  über, wobei die Grundlinie  CX  in die Grundlinie
CB  übergeht und dabei die  b-fache Länge bekommt. Die Höhe  h@  bleibt dieselbe, und
daher ist

Fl (ABC)=Fl (CAB)=b.Fl (CAX)=a.b.Wg.

Vorbereitungslemma:
Für Dreiecke  CAB  und  C@A@B@  mit Seitenlängen  a=|C, B|, b=|C, A|, c=|A, B|  bzw.
a@=|C@, B@|, b@=|C@, A@|, c@=|A@, B@|,   für welche  ∠ BCA=∠ B@C@A@  ist, gilt
Fl (ABC)=Fl (A@B@C@)  genau dann wenn   a.b=a@.b@.
Beweis: Dies folgt unmittelbar aus dem Vorangegangenen, denn  Fl (ABC)=a.b.Wg  und
Fl (A@B@C@)=a@.b@.Wg. ˝

Der erste Strahlensatz und seine Umkehrung:
Voraussetzung: Von einem Zentrum  Z  aus gehen zwei Halbstrahlen  sA  und  sB. Die beiden
Geraden  g  und  g@  sind parallel und schneiden die Strahlen in Punkten  A  und  A@  bzw.
Punkten  B  und  B@.

B@

sB

sA

Z

B

A A@
G213

g@
g

Unter dieser Voraussetzung gilt
(3) |Z, A|:|Z, A@|=|Z, B|:|Z, B@|.
Es gilt aber auch noch die Umkehrung:
Voraussetzung: Von einem Zentrum  Z  aus gehen zwei Halbstrahlen  sA  und  sB. Die beiden
Geraden  g  und  g@   schneiden die Halbstrahlen  sA  und  sB   in Punkten  A  und  A@  bzw.
Punkten  B  und  B@  und es gilt  (3). Unter dieser Voraussetzung sind die beiden Geraden  g
und  g@  parallel.
Beweis: Wir können den ersten Strahlensatz und dessen Umkehrung in einem beweisen.
Dazu betrachten wir die Dreiecke  ZAB@  und  ZA@B.
Der Winkel bei  Z  ist derselbe und daher folgt mit dem Vorbereitungslemma, dass

FL (ZAB@)=FL (ZA@B)  ∆ |Z, A|.|Z, B@|=|Z, A@|.|Z, B|  ∆
  ∆|Z, A|:|Z, A@|=|Z, B|:|Z, B@|.
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Nun sind aber die Flächeninhalte der Dreiecke  ZAB@  und  ZA@B  aber auch genau dann
gleich, wenn  die Dreiecke  BAB@  und  BAA@  (das sind die Flächenanteile, welche man zu
ZAB  hinzufügen muss, um die Dreiecke  ZAB@  bzw.  ZA@B  zu bekommen) flächengleich
sind.

B@

sB

sA

Z

B

A A@
G213

g@
g

Da diese beiden Dreiecke die gleiche Grundlinie  |A, B|  haben, ist dies wiederum genau
dann der Fall, wenn sie auch die gleiche Höhe haben, also wenn  A@B@  zu  AB  parallel ist.
Es gilt also insgesamt

|Z, A|:|Z, A@|=|Z, B|:|Z, B@|  ∆ AB  und  A@B@  sind parallel. ˝

2.-ter Strahlensatz:
Sind die beiden Geraden  g  und  g@  parallel, so gilt

|Z, B|:|Z, B@|=|A, B|:|A@, B@|.
Beweis: Um das Vorbereitungslemma auch in diesem Beweis verwenden zu können,
betrachten wir die Figur, welche entsteht, wenn wir durch  A  eine Parallele  r  zu  sB  ziehen,
welche auf  B@A@  einen Punkt  X  ausschneidet, und dann durch  X  eine Parallele  t  zu  sA
ziehen, welche auf  sB  einen Punkt  Y  ausschneidet.

B@

sB

sA

Z

B

A G213

g@
g

r

t

X
Y

A@

Offensichtlich ist dann zum einen Mal  |B, B@|=|A, X|  und zum anderen Mal haben wir
|A, X|=|Z, Y|. So folgt also  |B, B@|=|Z, Y|. Somit haben wir
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|Z, B|=|Y, B@|  und  |A, B|=|X, B@|  und müssen also
|Y, B@|:|Z, B@|=|X, B@|:|A@, B@|  zeigen. Dies bedeutet aber, dass wir
|Y, B@|.|A@, B@|=|Z, B@|.|X, B@|  zu zeigen haben. Nach dem Vorbereitungslem-

ma (jetzt spielt der Punkt  B@  die Rolle von  C  und  C@  in diesem Lemma) gilt dies aber
genau dann, wenn die Dreiecke  B@YA@  und  B@ZX  flächengleich sind, was aber der Fall ist,
weil die Geraden  YX  und  ZA@  parallel sind, und daher die Dreiecke  YXA@  und  YXZ  die
gleiche Grundlinie  |X, Y|  und dieselbe Höhe haben. ̋

Merkregel:
Beim ersten Strahlensatz werden Längen von Strecken auf den beiden Halbstrahlen ins Ver-
hältnis gesetzt.
Beim zweiten Strahlensatz werden Längen von Strecken auf einem der Halbstrahlen und
Längen von Strecken auf den beiden Quergeraden  g  und  g@  ins Verhältnis gesetzt.

Den zweiten Strahlensatz kann man nicht analog umkehren.

B@

sB

sA

Z

B

A
A@

G213

g@
g

A@
*

g@*

Wenn nämlich |Z, B|:|Z, B@|=|A, B|:|A@, B@|  und  |A@*, B@|=|A@, B@|  und A@B@  zu
AB  parallel ist und  A@*£A@, so ist  |Z, A|:|Z, A@|=|A, B|:|A@, B@|=
|A, B|:|A@*, B@|, aber AB  ist nicht zu  A@*B@  parallel.
Es gibt aber Abwandlungen der Umkehrung wie z.B. der folgende

Drei-Strahlensatz✤:  Sind  sA, sB, sC  drei Halbstrahlen aus einem Zentrum  Z  und sind  g
und  g@  zwei Gerade, welche diese Halbstrahlen in Punkten  A, B, C  bzw. A@, B@, C@
schneiden und gilt

|A, B|:|A@, B@|=|B, C|:|B@, C@|,
so sind die Geraden  g  und  g@  parallel.
Beweis: Wir führen den Beweis indirekt und nehmen daher an, dass die Gerade  g#@  durch
A@, welche parallel zu  g  ist, ungleich der Geraden  g@  ist.
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B@

G225

Z

sA

sB

sC

A

B

C

C@

A@

B#@

C#@

gg#@g@

Die Schnittpunkte von  g#@  mit  sB  und  mit  sC  bezeichnen wir  mit  B#@  bzw.  C#@. Es gilt
dann (1.-ter Strahlensatz mit Zentrum  Z)

|A@, B#@|:|A, B|=|A@, C#@|:|A, C|. Laut Voraussetzung ist auch
|A@, B@|:|A, B|=|A@, C@|:|A, C|. Daher folgt
|A@, B# @|:|A@, B@|=|A@, C# @|:|A@, C@ |. Aus der Umkehrung des  1.ten

Strahlensatzes mit Zentrum  A@  folgt, dass die Strahlen  sB  und  sC  parallel sind im
Widerspruch dazu, dass sie sich in  Z  schneiden. ˝

Die affine Version des Satzes von Desargue
Sind  Z, A, A@, B, B@, C, C@  sieben verschiedene Punkte, so dass sich die Geraden  sA≠A
A@, sB≠BB@  und  sC≠CC@  im Punkt  Z  schneiden und dass

AB…A@B@, BC…B@C@, dann ist auch  AC…A@C@.

A

C
B

Z

A@

B@

C@

sA

sB

sC G216

Beweis: Nach dem 1.-ten Strahlensatz folgt aus  AB…A@B@, dass  |Z, A|:|Z, A@|=
|Z, B|:|Z, B@|. Analog folgt aus  BC…B@C@, dass  |Z, B|:|Z, B@|=|Z, C|:
|Z, C@|. Daher ist  |Z, A|:|Z, A@|=|Z, C|:|Z, C@|, und aus der Umkehrung des ersten
Strahlensatzes folgt  AC…A@C@. ˝

Alternative Beweise der Strahlensätze

Ausgesprochen trivial wird z.B. der Beweis des ersten Strahlensatzes und dessen Umkehrung,
wenn man die Vektorrechnung zur Verfügung hat.
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Beweis des ersten Strahlensatzes und dessen Umkehrung mit Vektorrechnung: Sei
a=A-Z, a@=A@-Z, b=B-Z, b@=B@-Z, s=A-B, s@=A@-B@. Weiters seien  a
und  b  linear unabhängig.

sB

sA

Z

G213

g@
g

a a@

b
b@

s s@

Sind nun einmal  g  und  g@  parallel und ist  a@=l.a  mit  læ¸, so folgt  s@=m.s  mit
einem passenden  mæ¸, und es folgt  b@=k.b  mit einem passenden  kæ¸. Zu zeigen ist,
dass  m=l  und  k=l. Aus der Zeichnung lesen wir ab, dass  b+s=a  und  b@+s@=a@.
Es folgt  k.b+m.s=l.a. Da andererseits  l.b+l.s=l.a, folgt aus der linearen
Unabhängigkeit von  b  und  s, dass  k=l  und  m=l, also  k=l=m.
Gilt zum anderen Mal  a@=l.a  und  b@=l.b  mit einem  læ¸, so folgt aus  b@+s@=a@,
dass s@=a@-b@=l.a-l.b=l.(a-b)=l.s, also dass die Gerade  g@  parallel zur
Geraden  g  ist. ˝
Beweis des zweiten Strahlensatzes mit Vektorrechnung: Der Beweis des zweiten Strah-
lensatzes ist schon im Beweis des ersten Strahlensatzes enthalten, nämlich durch das
Erschliessen von  k=m. ˝

Es ist daher empfehlenswert, die Strahlensätze noch einmal zu beweisen, wenn die Vek-
torrechnung im  ¸2  zur Verfügung steht. Die ebene Elementargeometrie kann als Motivation
für die Einführung der Vektorrechnung verwendet werden. Die räumliche Elementarge-
ometrie lässt sich mit der Vektorrechnung im  ¸3  sehr gut als Erweiterung der ebenen Ele-
mentargeometrie gewinnen. Diese Sicht der Geometrie ist erst ungefähr 100 Jahre alt
[Einführung der Vektorrrechnung in die Wissenschaft etwa um 1900]. 
Die meisten Sätze der Elementargeometrie sind nicht seit der Antike bekannt, sondern jünger
als 200 Jahre. Die grosse Blüte dieser Elementargeometrie begann etwa um 1800  und hält
noch immer an. Die Elementargeometrie wird zu einem grossen Teil von Mathematikern
vorangetrieben, welche in den Schulen als Lehrer wirken. Ein grosszügiger Standpunkt
beschreibt die Elementargeometrie als jene Geometrie der Ebene und des Raumes, welche
ohne Differential- und Integralrechnung betrieben werden kann. Ein puristischer Standpunkt
vermeidet aber Berechnungen, welche über die Vektorrechnung hinausgehen. Die
grundsätzliche Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal wird dabei als "die" charakteristische
Eigenschaft der elementargeometrischen Vorgangsweise betrachtet.
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Übung: Man zeige, dass in der skizzierten Konfiguration gilt

Z

G025

A1

A2

B2

B1

(1) |Z, A1|:|Z, A2|=|Z, B1|:|Z, B2|.
(2) |Z, A1|:|A1, B1|=|Z, A2|:|A2, B2|.

Übung: Man zeige, dass in der skizzierten Konfiguration gilt

Z

G025

A1

A2 B2

B1

A3
B3

(1) |Z, A1|:|Z, A2|:|Z, A3|=|Z, B1|:|Z, B2|:|Z, B3|.
(2) |A1, A2|:|A2, A3|:|A3, A1|=|B1, B2|:|B2, B3|:|B3, B1|.

Übung:  Man Zeige: Sind  A  und  B  zwei Punkte in der Ebene, so kann man den Mittel-
punkt  M  der Strecke  AB  durch folgende Konstruktion ohne Zirkel gewinnen:

G216

A

B

C

D

M g

h

h@

g@

Man zeichnet zwei Gerade
g, h  durch  A  und dazu parallele Gerade
g@  bzw. h@  durch  B,
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welche ein Parallelogramm  ADBC  begrenzen sollen. Die Diagonale  DC  trifft dann die
Diagonale  AB  im gesuchten Mittelpunkt  M.

Eine erste sehr oft gebrauchte elementare Anwendung des ersten Strahlensatzes ist die
Unterteilung einer Strecke  AB  in  n  gleiche Teile.
Vorgangsweise:  Man zeichnet in einem der beiden Endpunkte der Strecke, etwa bei  A  ei-
nen Halbstrahl. Dann trägt man auf dem Halbstrahl von  A  ausgehend  n-mal eine beliebige
aber gleichbleibende Länge  d  ab. So kommt man zu Punkten  D1, D2,9, Dn. Der Punkt
Dn  wird mit dem anderen Endpunkt  B verbunden. Zu dieser Verbindungsgerade wird
parallel durch den Punkt  Dk  eine Gerade gelegt, welche die Strecke  AB  in einem Punkt  Xk
schneidet. Dann gilt  |A, Xk|=|A, B|.k/n.

D1

D2

D3

D4

D5

D6

A BX2 X3 X4 X5X1

G240

d

d

d

d

d

d

Zentrische Steckung und zentrale
Ähnlichkeit
Wir beschränken uns auf die Wahl des Ähnlichkeitszentrums als  Z=(0, 0). Dies kann ja
durch geeignete Wahl des Koordinatensystems immer erreicht werden.
Definition:  Ist  læ¸  und  l£0, so heisst die Abbildung

z:¸2–¸2:(a, b)—(la, lb)  die zentrische Streckung (zentrale Ähnlich-
keit) mit dem Streckungsfaktor  l.

Z

l=2

l=-1

G217
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1. Zentrische Streckungen sind bijektiv.
2. Ist  l£1, so ist  Z=(0, 0)  der einzige Punkt welcher in sich selbst übergeht.
3. Entsprechende Punkte  P  und  z(P)  liegen auf einem "Ähnlichkeitsstrahl", das ist die Ge-
rade  ZP  und es gilt

…z(P)…=|l|.…P….
4. Es gilt  |z(P), z(Q)|=|l|.|P, Q|  für alle  P, Q.
5. Ist  l>0, so liegen  P  und  z(P)  auf der selben Seite von  Z.
6. Ist  l<0, so liegt  Z  zwischen  P  und  z(P).
7. Für  l=-1  ist   z  die Drehung um den Punkt  Z  um 180o.
8. Bei zentrischen Streckungen gehen Geraden in Geraden über, Kreise gehen in Kreise über.
9. Sind  P, Q  zwei Punkte, so sind die Geraden

g=PQ  und  z(g)≠z(P)z(Q)  parallel.
10. Winkel bleiben erhalten.
11. Jedes Dreieck  ABC  geht in ein Dreieck  z(A)z(B)z(C)  über, sodass die Orientierung
A÷B÷C  gleich der Orientierung  z(A)÷z(B)÷z(C)  ist.
12. Ist  F  eine Punktmenge mit Flächeninhalt   Fl (F), so hat  z(F)≠{z(P):PæF} den
Flächeninhalt   Fl (F)=l2.Fl (F).
Beweis:
ad1. Ist der Streckungsfaktor gleich  l£0, so ist die zentrische Streckung  z*  mit dem
Streckungsfaktor  1/l, die Umkehrabbildung, denn für alle  (a, b)æ¸2  gilt

z(a, b)=(la, lb)  und  z*(z(a, b))=z*(la, lb)=(a, b).
ad2. Ist  (a, b)£(0, 0)  und daher etwa  a£0, so ist  l.a£a  und somit

z(a, b)=(la, lb)£(a, b).
ad3. ZP={m.P:mæ¸}, daher ist  z(P)=l.PæZP.
Es gilt  …z(P)…=…l.P…=|l|.…P….
ad4. |z(P), z(Q)|=|z(p1, p2), z(q1, q2)|=|(lp1, lp2), (lq1, lq2)|=

=√(lp1-lq1)2+(lp2-lq2)2=|l|.√(p1-q1)2+(p2-q2)2=
=l|.|P, Q|.

ad5+6. Die Anordnung der Zahlen  læ¸  überträgt sich auf die Anordnung der Punkte
l.PæZP. Das heisst, aus

(l2 zwischen  l1  und  l3), also  |l1-l2|+|l2-l3|=|l1-l3|  folgt
|l1-l2|.…P…+|l2-l3|.…P…=|l1-l3| .…P…, also
…l1.P-l2.P…+…l2.P-l3.P…=…l1.P-l3.P….

ad7. Die Drehung um den Punkt  Z=(0, 0)  mit dem Winkel vom Mass  180o  ist die Abbil-
dung

d:¸2–¸2:(a
b
)—(cos (180o)

sin (180o)
-sin (180o)

cos (180o)
).(a

b
)=

=(-1
0

0
-1

).(a
b
)=-(a

b
),

also die zentrische Streckung mit dem Streckungsfaktor  l=-1.
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ad8. Eine Gerade  g  kann als  g(t)=P+t(Q-P)  parametrisiert werden, wobei  P, Qæg
zwei verschiedenen Punkte auf  g  sind. Somit ist   z(g)={z(g(t)):tæ¸}=

{l.(P+t(Q-P)):tæ¸}={l.P+t.(l.Q-l.P):tæ¸}, und das ist die Gerade
durch  l.P  und  l.Q.
Der Kreis um den Mittelpunkt  M  mit Radius  r>0  kann als

k={P:|P, Q|=r }  beschrieben werden. Somit ist
z(k)={z(P):|P, Q|=r}.

Nun ist  S=z(P)  für ein  P  mit   |P, Q|=r  genau dann, wenn
S=z(P)  und  |l.P-l.Q|=|l|.r, das heisst wenn  l.P  auf dem Kreis mit Ra-

dius  |l|.r  und  Mittelpunkt  l.Q  liegt. Wegen  l.P=z(P)  ist dies also genau dann der
Fall, wenn  z(P)  auf diesem Kreis liegt. Damit ist dieser Kreis das Bild des ursprünglichen
Kreises bei  z.
ad9. Die Gerade  g  sei mit  g(t)=P+t(Q-P)  parametrisiert. Dann kann die Gerade z(g)
mit  z(g(t))=l.P+t.(l.Q-l.P)  parametrisiert werden. Die Richtungsvektoren sind
Q-P  bzw. l.Q-l.P=l.(Q-P)  und damit sind sie parallel.
ad10. Sei  ABC  ein Dreieck. Dann ist  der Cosinus des Winkels den die Strecken  AB  und
AC  miteinander einschliessen =

cos (a)=(|A, B|2+|A, C|2)/|B, C|2=
=(l2.…A-B…2+l2.…A-C…2)/l2.…B-C…2=
=(…l.A-l.B…2+…l.A-l.C…2)/…l.B-l.C…2=
=(|l.A, l.B|2+|l.A, l.C|2)/|l.B, l.C|2=
=(|z(A), z(B)|2+|z(A), z(C)|2)/|z(B), z(C)|2=

Cosinus des Winkels den die Strecken  z(A)z(B)  und  z(A)z(C)  miteinander einschlies-
sen.
ad11. Für Vektoren  a, bæ¸2  gilt  afib=-bfiaæ¸. Daher haben wir

sign ((B-A)fi(C-A))=sign ((z(B)-z(A))fi(z(C)-z(A)))  zu zeigen.
Nun ist  (z(B)-z(A))fi(z(C)-z(A))=(l.B-l.A)fi(l.C-l.A)=
l2.(B-A)fi(C-A).
ad12. Wir approximieren  F  durch Dreiecksflächen  F§D1•9•Dn, welche höchstens
Randlinien gemeinsam haben. ˝



98

R.Liedl: Euklidische Geometrie  Teil1  27. August 1956

F

z(F)

Z
G218

Sind  a  und  b  die Vektoren  B-A  und  C-A  eines Dreieckes  D=ABC, so ist der Inhalt
seiner Fläche gleich  Fl (D)=|afib|/2. Nun ist

Fl (z(D))=|l.afil.b|/2=l2.Fl (D). Daher ist
Fl (z(F))§Fl (z(D1))•9•Fl (z(Dn))=l2.Fl (D1)•9•l2.Fl (Dn)=
=l2.((Fl (D1)•9•Fl (Dn))§l2.Fl (F). ˝

Als Anwendungen der Strahlensätze behandeln wir nun das Trapezkriterium, welches eine
interessante Abwandlung der Strahlensätze darstellt. Hier spielen nicht nur die Geraden  AA@
und  BB@  sondern auch die "gekreuzten" Geraden  AB@  und  A@B  eine wichtige Rolle.

Trapezkriterium  ✤

Satz: Gegeben seien zwei Halbstrahlen  sA  und  sB  mit demselben Anfangspunkt  Z, sowie
zwei Geraden  g  und  g@, welche jeweils beide dieser Halbstrahlen in Punkten  A  und  A@
bzw. B  und  B@  schneiden. Der Schnittpunkt von  AB@  und  A@B  möge  M  heissen und die
Halbierungspunkte von  AB  bzw.  A@B@  mögen  H  bzw.  H@  heissen.
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B

Z

A
A@

B@

H@

H
M
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x

y

c

d

f

e

a b

m
sA

sB

A”

B”

g@ g” g

In dieser Situation ist das Viereck  AA@B@B  ein Trapez mit den beiden Parallelseiten  AB
und  A@B@  genau dann, wenn die beiden Halbierungspunkte  H  und  H@  auf der Geraden  m
durch  Z  und  M  liegen.
Beweis: Seien einmal die beiden Geraden  g  und  g@  parallel, also  AA@BB@  ein Trapez. Die
Schnittpunkte von  m=MZ  mit  g  und  g@  mögen  H*  bzw. H*@  heissen.

B

Z

A
A@

B@

H*
@

H*
M

G193

x

y

c

d

f

e

a b

m
sA

sB

A”

B”

g@ g” g

Weiters definieren wir  c≠ |A, H*|, d≠|H*, B|, x≠|A”, M|, y≠|M, B”|,
e≠|A@, H*@|, f≠|H*@, B@|, a≠|H*@, M|, b≠|H*, M|.
Aus dem  2.-ten Strahlensatz bezüglich dem Zentrum  M  folgt

a:f=b:c  und  a:e=b:d. Dies ergibt  e:f=d:c, also
(3) e.c=f.d.
Ebenso aus dem 2.-ten Strahlensatz bekommen wir mit dem Zentrum  Z
(4) c:d=x:y=e:f, also  c.y=d.x  und  e.y=x.f.
Multipliziert man die linken Seiten bzw. die rechten Seiten der beiden letzten Gleichungen
miteinander, so bekommt man  y2.c.e=x2.f.d, was wegen  (3)

y2=x2, also  y=x, also  x:y=1:1  zur Folge hat.
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Mit  (4)  folgt nun auch  c:d=x:y=e:f=1:1. Daher ist  H*=H  und  H*@=H@. Somit
liegen die Punkte  H  und  H@  auf der Geraden  MZ.
Nun nehmen wir zum anderen Mal an, dass  M, Z  und die Halbierungspunkte  H  sowie  H@
auf einer Geraden  m  liegen. Es gilt laut Voraussetzung  f=e  und  d=c.

B

Z

AA@

H@

H

G193

c

c

m

sA

sB

g@
g

B@

e

e

Wenden wir dann den drei-Strahlensatz auf die Strahlen  sB, m, sC  und die Geraden  g  und
g@  an, dann folgt, dass  g  und  g@  parallel sind. ˝

Pythagoräischer Lehrsatz

D

D

D

D

D

D D

DD

a2

b2

c2

b2

a2

c2

G207

Das mittlere und das rechte Quadrat haben jeweils die Seite  a+b  und sind damit flächen-
gleich. Zählt man, wie beim mittleren Quadrat,  4-mal die Fläche  D  des rechtwinkeligen
Dreieckes ab, so entstehen die Quadrate mit den Seiten  a  bzw.  b. Zählt man, wie beim
rechten Dreieck,  4-mal die Fläche  D  des rechtwinkeligen Dreieckes ab, so entsteht das
Quadrat mit der Seite  c2. Somit ist  a2+b2=c2.
Würden intelligente Marsmännlein zu uns kommen, so würden sie an den drei Figuren (ohne
Bezeichnungen) sofort erkennen, dass es sich dabei um einen Beweis des (am Mars anders
benannten) Pythagoräischen Lehrsatzes handelt. ˝
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Höhensatz
Ähnlich einfach ist der Höhensatz einzusehen:

G207

h2h p.q

h

h

h
p

p q q q

p

h

Das mittlere rechtwinkelige Dreieck und das rechte rechtwinkelige Dreieck haben jeweils die
Katheten mit den Seitenlängen  p+h  bzw.  q+h  und sind damit flächengleich. Abgezogen
werden jeweils die rechtwinkeligen Dreiecke mit den Katheten  p, h  sowie  h, q. Somit sind
die Restflächen, also das Quadrat mit Seitenlänge h  und das Rechtecke mit den Seitenlängen
p, q  flächengleich und es folgt also  h2=p.q. ˝

Kathetensatz
Den Kathetensatz leiten wir hybrid mittels Höhensatz und Rechnung her:

G207

C

BH F

h

AE

b

p

b b
q

Wir betrachten neben dem ursprünglichen rechtwinkeligen Dreieck  ABC  noch das rechtwin-
kelige Dreieck  EFC, das wir mit dem Thaleskreis um den Mittelpunkt  A  mit Radius  b
gewinnen. Die beiden Dreiecke haben dieselbe Höhe  h, und wir wenden den Höhensatz auf
beide Dreiecke an. So bekommen wir

p.q=h2  und  (b+p).(b-p)=h2.
Daraus folgt  (b+p).(b-p)=p.q, also  b2-p2=p.q, also

b2=p.(p+q), also  b2=p.c. ˝
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Ein rein geometrischer Beweis des Kathetensatzes (Hubert Herdlinger) kann z.B. so geführt
werden:

E
E

A

A@

B=B@

C@

F

C=E@

F@

A B

F

C

U

V W
G061

Das Quadrat  CBEF  wird dabei in das flächengleiche Rechteck  UVWB  umgewandelt.
1. Schritt: Drehung um  90o mit Zentrum  B  der Figur  ABEFCA  in  A@B@E@F@C@A@.
2. Schritt: Scherung mit Basis  E@B@ des Quadrates  C@B@E@F@  in das Parallelogramm
C”B”E”F”.
3. Schritt: Scherung mit Basis  B”C”  des Parallelogramms  C”B”E”F”  in das Rechteck
C#B#E#F#.

A

A@=C”=
=C#

B=B@=
=B”=B#

C@

C=E@=E”

F@

F”

E#

F#

A

A@=C”

B=B@=
=B”

C@

C=E@=E”

F@

F”

G061

Nun ist  U=E#, V=F#, W=C#, B=B#. ˝
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Dem kürzeren Beweis ist i.A. der Vorzug zu geben. Jedesmal, wenn ein Satz seit längerer
Zeit zum ersten Mal wieder verwendet wird, kann der Satz mitsamt seinem kurzen Beweis
wiederholt werden. Die sogenannte Legende, welche die Überlegungen anhand einer Skizze
beschreiben soll, kann so kurz wie nötig gehalten werden.

Beispiel: Satz von Pierre de Varignon (jesuitischer Mathematiker 1654-1722):
Seien  A, B, C, D  vier Punkte in der Ebene. Dann sind die Seitenmittelpunkte  (A+B)/2,
(B+C ) /2, (C+D) /2, (D+A)/2  die Eckpunkte eines Parallelogramms. Um dies
einzusehen, zeichnen wir die Diagonale von  A  nach  C. Nach der Umkehrung des ersten
Strahlensatzes sind die Strecken von  A  nach  C  und von  (D+A)/2  nach  (C+D)/2
parallel. Analog ist auch die Srecke von  (A+B)/2  nach  (B+C)/2  zu  AC  parallel. ˝

A

B

C

D

(A+B)/2

(B+C)/2

(C+D)/2

(D+A)/2

G089

Der Beweis mittels Vektorrechnung taugt sehr gut dazu, die Vektorrechnung dem Schüler
schmackhaft zu machen:
Es ist einmal

(D+A)/2-(A+B)/2=(D-B)/2 und  (C+D)/2-(B+C)/2=(D-B)/2 und
zum zweiten Mal

(C+D)/2-(D+A)/2=(C-A)/2  und
(B+C)/2-(A+B)/2=(C-A)/2. ˝

Aber anschaulicher ist natürlich der Beweis mit der Verwendung des Strahlensatzes.

Didaktisches Prinzip: Man bringe in einer Schulstunde nie mehr als einen Beweis derselben
Sachlage. Anderenfalls stiftet man leicht Verwirrung.

Übung: Man überlege sich, warum man mit einem beliebigen konvexen Viereck die Ebene
"parkettieren" kann.
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Die Übertragung v o n  Rechnungen i n  d i e
Konstruktion mit Zirkel und Lineal
Es ist eine klassische Fragestellung, welche geometrischen Aufgaben allein mit Zirkel und
Lineal gelöst werden können.

Beispiel: Um zu einer Geraden  g  im Abstand  a  eine parallele Gerade  h  zu zeichnen, kann
man so vorgehen:

UA UB

B4A4

AA1 A2 B1 B2

h1

h2

g
B

A3 B3

VA VB

G047

Man wählt auf der Geraden  g  zwei Punkte  A  und  B. Sodann zeichnet man die Kreise  kA,
kB  mit Radius  a  um die Mittelpunkte  A  und  B. Man bekommt die Punkte  A1, A2, B1, B2
als Schnittpunkte dieser Kreise mit  g. Dann wählt man einen Radius  r>a  und zeichnet um
die Mittelpunkte  A1, A2, B1, B2  Kreise  kA1, kA2, kB1, kB2. Die Schnitpunkte  A3, A4  von
kA1  und  kA2  werden durch Gerade verbunden und diese Geraden schneiden den Kreis  kA
in zwei Punkten  UA, VA. Analog geht man bei  B  vor und bekommt so die Punkte  UB, VB.
Die Geraden durch  UA, UB  bzw.  VA, VB  sind die gesuchten Parallelen  h1, h2  zu  g,
welche von  g  den Abstand  a  haben.

Einen Überblick über die Aufgaben, welche allein mit Zirkel und Lineal lösbar sind, be-
kommt man, wenn man feststellt, welche arithmetischen Rechenoperationen mit Zirkel und
Lineal lösbar sind. Wir überlegen uns dazu, wie Grundrechenaufgaben mit Zirkel und Lineal
gelöst werden.

Hat man positive Zahlen  a  und  b  so gegeben, dass Strecken  AA@,  BB@  vorliegen, welche
diese Zahlen als Längen haben, so bekommt man  a+b  als die Länge der Strecke, welche
durch Nebeneinandersetzen der Strecken  AA  und  BB@  entsteht. Analog kann man  a-b
konstruieren.
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a

b

a+b

a b

G047

Die Konstruktion des Produkts zweier Zahlen benötigt eine Referenzstrecke der Länge  1,
(welche z.B. durch ein Lineal mit einer Skala zum Längenmessen gegeben ist).

G047

0 1 2

Um dies einzusehen, betrachten wir ein Beispiel:
Seien die Längen  a=2 cm, b=5cm  gegeben. Hat die Einheitsstrecke die Länge

10cm=F1 LE so ist die Länge
a.b LE=0.2 LE.0.5 LE=0.1 LE2.

Hat aber die Einheitsstrecke die Länge
1cm=1 LE, so ist die Länge
a.b LE=2L E.5 LE=10 LE2.

Man kann hier sehen, dass es ein logisches Problem gibt, wenn z.B.
a.b LE=0.1 LE2  behauptet wird.

Es wird hier eine Länge einem Flächeninhalt gleichgesetzt. Man entkommt dieser Proble-
matik, wenn man die Zahlen "dimensionslos" verwendet.

Seien also
A  mit der Länge  a LE,
B  mit der Länge  b LE  und
E  mit der Länge  1 LE  gegeben.

Dann verwenden wir den Strahlensatz um  a.b LE  zu konstruieren. Auf einem von einem
Punkt  Z  ausgehenden Strahl  s  werden Strecken  ZE  und  ZA  so abgetragen, dass  |Z,
E|=1 LE und  |Z, A|=a LE.  Auf einem ebenfalls von  Z  ausgehenden Strahl  s@  wird eine
Strecke  ZB  mit  |Z, B|LE=b LE  abgetragen. Eine Parallele zu  EB  durch  A  schneidet
auf  s@  den Punkt  X  aus, für den dann  |Z, X| LE=a.b LE2  gilt.



107

R.Liedl: Euklidische Geometrie  Teil1  27. August 1956

A

B X

E

Z

s

s@
G047

Für die Quotientenbildung

l=
a.b
c

  rollt man diese Konstruktion von hinten her auf.

Für das Wurzelziehen kann man den Zirkel und Höhensatz verwenden.

p=1 q

q

G047

Auch hier ist die Verwendung einer Referenzstrecke der Länge  1  notwendig. Mit  p=1 LE
ist  q LE=p.q LE2=h2 LE2  und somit  h LE=√ q LE.

Man sieht wieder deutlich, dass hier eine Verwendung von Längeneinheiten die Sachlage
verworren erscheinen lässt.

In Spezialfällen kann man danach trachten, eine Konstruktion zu finden, welche direkt zum
Ziel führt.
Als Beispiel diene die Konstruktionen für

l=√a.b  mit Hilfe des Höhensatzes.

b
G047

a

a.b
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Übung: Gegeben sind  4  positive Zahlen  a, b, c, d. Gesucht ist  l=√ a.b
c.d

.

Konstruktion von ganzzahligen Winkeln und regelmässi-
gen Vielecken mittels Zirkel und Lineal

In die Algebra gehören die Sätze:

Satz: Ein ganzzahliger Winkel von  no  ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar,
wenn  n  durch  3  teilbar ist.

Satz (Gauß): Ein regelmässiges  n-Eck  (n≥3)  ist genau dann mit Zirkel und Lineal
konstruierbar, wenn die Primzahlzerlegung von  n  die Form

n = 2r.p1.9ps  hat, wobei  2r  entfallen kann, und auch keine  pi  auftreten müssen  -
aber alle voneinander verschieden sein müssen - und pi eine sogenannte Fermatsche Primzahl
ist, also die Form

pi = 22ri+1  hat.

Fermatsche Primzahlen:  3, 5, 17, 257,  65537,  weitere sind nicht bekannt (a.D.2002).

Volumina von Parallelotopen - eine Synopsis
Ein zweidimensionales Parallelotop ist ein ein Parallelogramm

P2(a, b)≠{la+mb:0≤l, m≤1}œ¸2, welches von Vektoren  a, bæ¸2

aufgespannt wird.

Ein dreidimensionales Parallelotop ist ein Parallelepiped
P3(a, b, c)≠{la+mb+nc:0≤l, m, n≤1}œ¸2, welches von Vektoren  a, b,

cæ¸3  aufgespannt wird.

Eine zweireihige Determinante hat die Form

Det ( a1

a2

b1

b2

)=a1.b2-a2.b1.

Eine dreireihige Determinante hat die Form
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Det ( a1

a2

a3

b1

b2

b3

c1

c2

c3

)=+a1.Det ( b2

b3

c2

c3

)-b1.Det ( a2

a3

c2

c3

)+c1.Det ( a2

a3

b2

b3

).

Die Produkte
Kreuz-(=äusseres-=Spat-)Produkt  und inneres Produkt (=Skalarprodukt)
Im  ¸2:

( a1

a2

)fi( b1

b2

)=a1.b2-a2.b1,  «(a1

a2

)|( b1

b2

)»=a1.b1+a2.b2.

Im ¸3:

( a1

a2

a3

)fi( b1

b2

b3

)=( a2.b3-a3.b2

a3.b1-a1.b3

a1.b2-a2.b1

),  «( a1

a2

a3

)|( b1

b2

b3

)»=a1.b1+a2.b2+a3.b3.

Determinanten und die Produkte

Det ( a1

a2

b1

b2

)=( a1

a2

)fi( b1

b2

)=afib,

Det ( a1

a2

a3

b1

b2

b3

c1

c2

c3

)=Det ( a1

a2

a3

b1

b2

b3

c1

c2

c3

)T

=

=Det ( a1

b1

c1

a2

b2

c2

a3

b3

c3

)=
=Det«( a1

a2

a3

) | ( b1

b2

b3

)fi( c1

c2

c3

)»=«afib | c».

Trigonometrie und die Produkte

( a1

a2

)fi( b1

b2

)=…( a1

a2

)….…( b1

b2

)….sin (Winkel von  a  nach  b),
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«( a1

a2

)|( b1

b2

)»=…( a1

a2

)….…( b1

b2

)….cos (Winkel zwischen  a  und  b),

( a1

a2

a3

)fi( b1

b2

b3

)=…( a1

a2

a3

)….…( b1

b2

b3

)….|sin (Winkel von  a  nach  b)|.n, wobei

n  der Einheitsvektor ist, für den
1. a, b, n  ein Rechtsdreibein ist
(a, b, n  angeordnet wie Daumen, Zeigefinger, Mittelfinger der rechten Hand)

2. welcher auf  a  und auf  b  senkrecht steht.

Produkte und Volumen

Im ¸2:

Fläche (P2(a, b))=Grundlinie.Höhe=

=…a….(…b….| sin (Winkel von  a  nach  b) )=|afib|.

Im ¸3:

Fläche des von  a  und  b  aufgespannten Parallelogramms=
=Grundlinie.Höhe1=

=…( a1

a2

a3

)….…( b1

b2

b3

)….|sin (Winkel von  a  nach  b)|)=

=…( a1

a2

a3

)….…( b1

b2

b3

)….|sin (Winkel von  a  nach  b)|).…n…=

=…( a1

a2

a3

)fi( b1

b2

b3

)….

Daraus ergibt sich

afib=(Fläche des von  a  und  b  aufgespannten Parallelogramms).n
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Volumen (P3(a, b, c))=Grundfläche.Höhe2=

=|Grundfläche.«n| c»|=|«Grundfläche.n| c»|=|«afib | c»|.


