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Teil 2

Punkte, Geraden, Kreise,
Ebenen

|sometrien und Ahnlichkeiten

X
Wir erinnern daran, dass ( )z (X, ¥).
y

| sometrien

Definition: Eine Abbildung J: R2 — R2:x+—— J(x) heisst eine Isometrie, wenn
Ix, 9| =|J(x),I(y)| furale x,ye R2 gilt.

Geometrisch wichtige Isometrien sind die Trandationen, die Drehungen und die Spiegel ungen.

Satz: Eine Isometrie J: R2 — R2 ist gegeben, wenn man die Bilder
J(A), J(B),J(C) vondrei Punkten A, B, Ce R2, welche nicht auf einer Geraden
liegen, kennt.

Beweis: Das Dreieck J(A)J(B)J(C) hat dieselben Seitenlangen wie das Dreieck ABC. Es
giltaso

|A, Bl =[J(A),J(B)], |B, C| =1[I(B), AC)|, |C, Al =|I(C), I(A)|.
Fur jeden weiteren Punkt P< R2 gilt dann

|A, Pl =[J(A), J(P)], |B, P =13J(B), J(P)|, |C, P| =[J(C), J(P)|.
Daher ist das Dreieck J(A)J(B)J(P) nach dem SSS-Satz konstruierbar [wobei es zwei
Losungen far J(P) gibt] , und J(C) dient nur dazu, die richtige Losung fur J(P) auszu-
wahlen.
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P
B AB) J(A) Go57
J(P)
c falsche
Losung
J(C)
J(C)
A JA) JB) J(P)
Urbild UmKehrung des Umlaufsinnes  Erhaltung des Umlaufsinnes

Translationen

Eine Trandation hat rechnerisch die Form
T:R2Z— R2: (X, y) > (X, ¥) + (E, 1)

mit einem beliebigen, aber fest gewahlten (€, ) € R2.

Eu‘r/éﬁ

oo 1=

Drehungen
Eine Drehung um den Ursprung mit einem Winkel vom Mass o hat rechnerisch die Form
X cos (o) sin(oc)) (x)

DI]RZH]RZZ( _
y —-dn(a) cos(a)

)H
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Eine Drehung um den Punkt (&, 1) mit einem Winkel vom Mass o hat rechnerisch die Form

o) Cantor ameo 1))
D:R2— R2: — . - + :
y —-sn(a) cos(a) y/ \n n

Eine spezielle Drehung ist die Drehung um einen Punkt P= (&, 1) mit einem Winkel vom
Mass 180°.

Diese spezielle Drehung mit einem Winkel mit Mass 180° um den Punkt P= (&, 1) wird
auch als Punktspiegelung oder zentrische Spiegelung durch P bezeichnet.

Spiegelungen

Wir unterscheiden zwischen zentrischen Spiegelungen durch einen Punkt P (Punktspiegelung)
und Spiegelungen an einer Geraden g (Achsenspiegelung). Die Funktional determinante der
Spiegelung um eine Gerade g hat den Wert — 1.
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Spiegelungen an Geraden drehen den Umlaufsinn von Dreiecken, Kreisen, -~ um.

Die zentrische Spiegelung ist im R2 gleich der Drehung um P mit einem Winkel vom Mass

180° [im R3 ist die zentrische Spiegelung keine Drehung um P und dort hat sie auch die

Funktionaldeterminante —1].

Wir geben nun einen Algorithmus an, mit dem manim R2 um eine Gerade g spiegeln kann.

Zuerst Uberlegen wir uns, dass die Spiegelung um die y-Achse rechnerisch die Form
S:R2—> R2:(X,y) —— (—X,y) hat.

Sel nun g < R2 eine beliebige Gerade. Diese Gerade ist entweder parallel zur y-Achse, oder

sehat eine Steigung k=tan (o).

S G058

Nun drehen wir um den Ursprung mit dem Winkel mit Mass 90 — o, und erreichen so, dass
die Gerade parallel zur y-Achseist und die Gleichung x =X, hat.
Dies geschieht durch die Abbildung
X cos(0-a) gn(0-a))| (x

— A .
y -9n(90-a) cos(90 - o)
Ist sievom Anfang an parallel zur y-Achse, so entfallt dieser Schritt. Nun verschieben wir in
Richtung der x-Achse paralle

DZ[RZH[RZZ(
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I1:R2— R2: (X, y) —> (X = Xq, Y),
sodass die Gerade mit der y-Achse Ubereinstimmt. Nun kommt es zur Spiegelung S um die
y-Achse, dann wird die Parallelverschiebung durch
IM-1:R2—> R2: (X, y) —> (X + X, Y)
rickgéngig gemacht und zuletzt mit
X cos (o) —s9n(a)
D_lllRZH]RZZ( )H( _ )
y sn(o) cos(o)
die Drehung um den Ursprung.

Satz: Jede beliebige Isometrie J: R2 — R2 |&sst sich als eine Hintereinanderausfiihrung
einer Trandation, einer Drehung und einer Spiegelung gewinnen.
Beweis: Falls die Isometrie eine Umkehrung des Durchlaufsinnes hat, wahlen wir fir S die
Spiegelung
S:R2—> R2:(X,y) —— (=X, Y).
Falls keine Anderung des Durchlaufsinnes vorliegt, wahlen wir fir S die Identitét
S:R2— R2:(X,y) —> (X, ¥).
Sodannist S-10J=SoJ ebenfallseine lsometrie. Bei dieser Isometrie liegt keine Anderung
des Durchlaufsinnes vor. Esist dann mit A :2f S-1. (0, 0), die Funktion
T:R2Z—> R2:(X,¥)— (X,y) + A
eine Trandation, und daher ist T-10S-10J:R2— R2 wiederum eine Isometrie, welche
den Umlaufsinn erhdlt und den Ursprung fest lasst. Nun wahlen wir o so, dass
1 cos(a) sn(a)) (1 cos (o)
e P o Rt W b
0 —dn (o) cos(a) sin (o)
Dannist mit der Drehung

DR s R2: (x) . (x) ( cos(o) sSn(a)
: : y

y/ \ —dn(a) cos(w)
D-10T-10S"10J:R2— R2 dieldentitét, und somit gilt J=S-ToD.O

) die Abbildung

Symmetrien

Definition: Eine Figur heisst zentrisch symmetrisch beziiglich eines Punktes P,
wenn sie bei der Punktspiegelung durch P in sich selbst tGbergefihrt wird [die Punktspiege-
lung um P ist eine Drehung um 180° um P]. Eine Figur heisst achsial symmetrisch
beziiglich einer Geraden g ( &!: Symmetrieachse), wenn sie bei der Achsenspiegelung
um g insich selbst Ubergefihrt wird.

Beispiele:

1. Das skizzierte regelmassige Funfeck ist nicht punktspiegelungssymmetrisch beziiglich
jeden Punktes Pe R2 Aber es ist achsenspiegelungssymmetrisch beziiglich finf Geraden
durch den Mittel punkt.
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G050

2. Das skizzierte Quadrat ist punktspiegelungssymmetrisch bezliglich seines Mittel punktes und
esist achsenspiegel ungssymmetrisch beziiglich vier Geraden durch seinen Ursprung.

G050

3. DieEinheitkreislinie ist punktspiegelungssymmetrisch beziiglich des Ursprunges als Zen-
trum und sie ist achsenspiegel ungssymmetrisch beziglich jeder Geraden durch den Ursprung.

Ubung: Geben Sie weitere Figuren F < R2 an, welche die gleichen Spiegel ungseigenschaften
wie der Einheitskreis haben.

Definition: Zwei Figurenim RR2, welche durch eine Isometrie ineinander Ubergefiihrt werden
koénnen, heissen kongruent. Daher heissen die Isometrien auch Kongruenzabbildungen.
Eine Isometrie, bei der keine Umkehrung des Richtungssinnes auftritt, heisst eine Bewegung
im R2 (die Bewegungen sind aus Trandationen und Drehungen zu gewinnen).

Eine gruppentheoreti sche Behandlung ohne ausfihrliche Behandlung von fachspezifischen An-

wendungsbeispielen der Isometrien der Ebene bringt in der Schule nicht viel. Sie ist aber
wichtig fur die Chemie, Mineralogie, Physik, Biologie und Aesthetik.
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Die Kongruenzsatze

Man kann entweder die Kongruenzsitze (S :& Seiten, W & Winkel) als Definition der
Kongruenz zweier Dreiecke verwenden:
Definition: Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn
1. SSS:Wenn siein drel Seiten Ubereinstimmen.
2. SWS:Wenn sie in zwei Seiten und dem von diesen Seiten eingeschlosse-
nen Winkel Gbereinstimmen.
3. SSWWenn sie in zwei Seiten und dem der grosseren Seite gegenuber-
liegenden Winkel Ubereinstimmen.
4. WSWWenn sei in einer Seite und den dieser Seite anliegenden Winkeln
Ubereinstimmen.
Oder man kann die Kongruenz von zwei Dreieckecken als deren Deckungsgleichheit de-
finieren. Dann werden die Kongruenzsétze zu Theoremen. Die zweite Methode ist meiner Mei-
nung nach (und wohl auch nach der Uberwiegenden Meinung der Lehrer) die bessere. Das
erklart auch den Namen Kongruenzsatze.

Der Beweis der Kongruenzsétze ist aber in der Schule Uberfliissig, weil diese Sétze némlich un-
mittelbar einsichtig sind, oder durch den Gebrauch rasch unmittelbar einsichtig werden.

Den 4 Kongruenzsitzen entsprechen 4 Konstruktionen von Dreiecken:

1.SSS. DasDreieck ist durch die Langen der drei Seiten a, b, ¢ gegeben.

Achtung: Damit ein solches Dreieck Uberhaupt existiert, mussen die Dreiecksunglei-
chungen efllltsein: a+b>c,b+c>a c+a>h.

G059

DasDreieck ABC' ist kongruent zum Dreieck ABC, weil es durch Spiegelung aus ABC her-
vorgeht.

2.SWS. DasDreieck ist durch zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel ge-
geben.
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G059

3.SSW: DasDreieck ist durch zwel Seiten und dem der grésseren Seite g gegenuberliegen-
den Winkel gegeben.

Man zeichnet zuerst die Gerade h, auf der eine Dreiecksseite liegen soll. Dann wéhlt man auf h
den Dreiecks-Punkt G, von dem aus der gegebene Winkel abgetragen wird. Nun wird die
kleinere Seite GR mit der Lange k abgetragen. Das ergibt den Dreieckspunkt R. Sodann
zeichnet man einen Kreis mit der Lénge g der grosseren Seite als Radius. Das ergibt den

dritten Dreieckspunkt K auf h.
Achtung: Ist der der kleineren Seite gegenuberliegende Winkel gegeben, so gibt es zwei zu-
einander nicht kongruente L ésungen.

G059

4WSW: DasDreeck ist durch eine Seite und die beiden anliegenden Winkeln gegeben.
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G059

Den 4 Kongruenzsatzen entsprechen 4 Berechnungen von Dreiecken:
Dabei betrachten wir ein Dreieck als berechnet, wenn die drei Seiten und die drei Winkel be-
kannt sind.
1.SSS: SindzB. a b, ce R* so gegeben, dass die Dreiecksungleichung erfiillt ist, dann
berechnen wir mit dem Cosinussatz
&2=b2+c2—-2-b-c-cos(a) denWinkd o.
Mit dem Sinussatz
a:b:c=dgn(a):sn(B):sn(y) berechnen wir noch die Winkel
B, v (nattrlich kdnnten wir auch wieder den Cosinussatz bemihen).
2.SWS:. Sindz.B.a b und y gegeben, so rechnen wir mit dem Cosinussatz
c2=a+b2-2-a-b-cos(y)
die Seite ¢ aus. Mit dem Sinussatz berechnen wir die weiteren Winkel.
3.SSW: Sindz.B. a b mit a>b und o gegeben, so rechnen wir mit dem Sinussatz
a:b=sn(a):sin(p) denWinkel  ausund haben wegen
o+ B +y=180° auch vy.
Wir kénnen nun mit Cosinussatz oder dem Sinussatz ¢ berechnen.
4. WSW: Sindz.B. o, und c gegeben, soist
vy =180° — o — 3. Mit dem Sinussatz konnen nun a und b berechnet werden.

Bemerkung: In dlteren Lehrblchern findet man den sog. Tangenssatz, welcher seit der Ein-
fuhrung der Computer obsolet ist. Er eignet sich fur Berechnungsmethoden, welche das
logarithmische Rechnen mittels L ogarithmustabellen ins Spiel bringen.

Der Tangenssatz lautet fur ein Dreieck mit den Seiten a, b, ¢ und den Winkeln o, B, y:

2P
a+b — 2 bzw. tan (o/2) = ﬁ _
a-b o—f Q s-s(s—a)

Aufgabe: Ist ABCD ein Viereck mit |A, B|=|C, D| und |A, D| =B, C|, so gilt
AB| CD und AD| BC, d.h. das Viereck ist ein Parallelogramm.
L 6sung:
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G248

Die Dreiecke ABD und CDB haben entsprechende Seiten gleich und sind daher kongruent.
Daher treten die Winkel o, B,y wiein der Skizze angedeutet jeweils zweimal auf. Aus dem
Dreieck BCD lesenwir o + B +y=180° ab. Daher ist

o =180°— (y + ), und somitist AD| BC.

Ahnliche Dreiecke

Definition: Zwei Dreiecke sind (allgemein) dhnlich, wenn sie in den entsprechenden Winkeln
ubereinstimmen.

Beispiel:

Das Dreieck ABC ist rechtwinkelig. Der Punkt H ist der Hohenfusspunkt der Hohe he. Nun
ist das Dreieck ABC zum Dreieck CBH ahnlich. Dies sieht man so: Der Winkel o trittbei A
auf und als Normalwinkel dazu as [0 HCB auf. Der Winkel B tritt bei beiden Dreiecken bei B
auf. Der rechte Winkel tritt als [0 ACB und as O CHB auf. Weltersist das Dreieck ABC
zum Dreieck CAH ahnlich, denn auch das Dreieck CAH ist rechtwinklelig und der Winkel
o ist auch ein Innenwinkel von CAH.

Ahnlichkeitsabbildungen
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Zentrische (zentrale) Ahnlichkeit

Definition: Sind # und 7' geometrische Figuren in der Ebene (Punktmengen) und ist
eine bijektive Abbildung

C:F— F
so gegeben, dass korrespondierende Punkte Pe F und ((A)=P'e F' auf einem
"Ahnlichkeitsstrahl" s liegen, wobei
(1) for ale Ahnlichkeitsstrahlen s, mit Pe F diese Strahlen durch einen gemeinsamen
Punkt Z, dem "Ahnlichkeitszentrum" gehen und
(2) firalle Punktepaare (P, Q) mit P, Qe ¥ die Geraden PQ und P'Q' parallel sind, so
sagt man dass, die Figuren F und F' zentrisch @hnlich mit dem (bezlglich des)
Ahnlichkeitszentrum Z sind. Die Funktion { wird zentrale Ahnlichkeitsabbildung oder kurz
"zentrale Ahnlichkeit" genannt.

G058

Das Konzept der zentralen Ahnlichkeit erlaubt eine effiziente Anwendung der Strahlensitze. Es
gilt némlich:
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Sind Py, Py, P3, P, Punkteaus ¥ mit P;+=P, und P;+P, undsind P;', P,', P3', P,'
die entsprechenden Punkte aus ¥, so gilt
(%) |Z, P1| 1Z, P1'|= |Z, P2| 1Z, P2'| =|Z, P3| 1z, p3l | =
=1Z,P,| :1Z,P,'],
welters
(5)  1Z,Pylt1Z, Pyl 1 1Z, P3| 1 1Z, Pyl =12, Py 1 1Z, P | 11Z,P5'[ 112, Py,
welters
(%) |P1, P2| . |P1I, P2'| = ... = |p3’ P4| : |P3|’ P4||
und
() [Py, Po 1 [Py, Pyl =[Py, P | 1 [P3', Pyl

Beweis: O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass die Konfiguration wie in der folgenden Skizze
gegeben ist.

G214

Mit dem 1.-ten Strahlensatz beziiglich des Zentrums Z lesen wir (=) ab:
|Z, Pll . |Z, Plll - |Z, P2| . |Z, P2|| - |Z, P3| . IZ, PSI | -
= |Z, P4| . |Z, P4I|.
Darausfolgt z.B.
|Z, Pll . |Z, P2| == |Z, Plll : |Z, lel, aISO (i)
Aus dem 2.-ten Strahlensatz mit Zentrum Z lesen wir ab:;
|Z, Pll . |Z, Plll - |Pl’ P2| . |P1I, lel,
|Z, P2| . |Z, PZI | - |P2, P3| . |P2I, P3||

und wegen

|Z’ Pll . |Z’ P]_Il: |Z’ P2| . |21 P2I| ISt

|P1, Pyl [Py', Pyt | =|Py, Pl 1 |P,',Pg'| -+, und somit gilt (.%).
Schliesdich folgt aus

[Py, Pyl i [Py Py | = - =|P3, Pyl :|Ps',P,'| die Beziehung

[Py, Pl D |P3, Pyl =[Py, Py [ 1 [P, P, [, also (#). O
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Die Gleichung (%) ist die bei weitem wichtigste Eigenschaft von zentralen Ahnlichkeiten.
Man formuliert sie lose, indem man sagt:
"Zentrale Ahnlichkeiten erhalten die Proportionen.”
Der Faktor
M Z, Py |2, Py = (P Py L P P
welcher nicht von der Wahl von Py, P, abhéangt, heisst "Ahnlichkeitsfaktor von ".

Eine spezielle zentrale Ahnlichkeitsabbildung mit dem Zentrum Z = (0, 0) ist
{:RZ2—> R2:X+—> A-X.
DieZahl |)| >0 ist dabei der Ahnlichkeitsfaktor.

Eine allgemeine Ahnlichkeitsabbildung entsteht durch die Hintereinanderausfiihrung von
endlich vielen Isometrien und zentralen Ahnlichkeitsabbildungen.

Zwei Figuren heissen zueinander &hnlich, wenn sie durch eine allgemeine Ahnlichkeitsab-
bildung auseinander hervorgehen.

Ahnlichkeit von Kreisen

Satz: Das zentral dhnliche Bild eines Kreises ist wiederum ein Kreis,
1. Beweis (rechnerisch): Wir dirfen 0.B.d.A. annehmen, dass der Kreis « durch

k:[0, 2n] —> R2:t—> (Mg, My) +r-(cos(t), sin(t)) parametrisiert ist und
dass das Ahnlichkeitszentrum Z= (0, 0) ist. Weiters sei eine Zahl A > 0 als Ahn-
lichkeitsfaktor gegeben. Dann ist das éhnliche Bild x' desKreises x durch

' 1[0, 2n] —> R2:t—> (A-Mg, A-My) + -2+ (cos (1), sin (1))
parametrisiert und daher ebenfallsein Kreis. O

2. Beweis (synthetisch): Sei M der Mittelpunkt des Kreises « und seien A, B, C drei
Punkte auf dem Kreis «. Weiterssei Z das Ahnlichkeitszentrum und A der Ahnlichkeits-
faktor. Ist dann X ein weiterer Punkt des Kreises k so gilt [ Satz des Ptolemeus]
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IA,X|-|B,C| + |A,B|-|C,X|=|A,C|-|B,X]|.

C

A G096

Fur die Distanzen der Bilder A',B', C', X' gilt
IA', X'|-|IB',C'| +|]A',B'|-|C", X'| =
r-lA, XA+ |B,Cl+A-]A,B|-A-|C, X| =
AZ-(IA, X]-|B, C| +|A, B|-|C, X]) =
A2-|A, Cl-|B,X|=XA-|A,C|-A-|B,X|=]|A",C'|-|B',X"]|.
Nach der Umkehrung des Satzes von Ptolemeusist daher A'B'C'X" ein Sehnenviereck. O

Satz 1. Zwei Kreislinien sind immer zueinander zentrisch &hnlich.
Fall 1: Es existieren gemeinsame Tangenten (zwei innere und oder zwel dussere). der Schnitt-
punkt von zwei inneren oder zwei dusseren Tangenten ist ein Ahnlichkeitszentrum Z.
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G056

Der Beriihrpunkt Z ist das Ahnlichkeitszentrum.

Fall 3: Ein Kreisliegt im Inneren des anderen.. Dann legen wir in beide Kreise z.B. @hnliche
Quadrate ABCD und A'B'C'D' mit paraleler Ausrichtung der entsprechenden Seiten und
bekommen durch die geradlinige Verbindung entsprechender Eckpunkte Ahnlicheitsstrahlen,
welche durch das Ahnlichkeitszentrum Z gehen.(Naturlich wirden z.B. im Fall, dass die
Achse MM' waagrecht liegt anstatt der Ahnlichkeitsstrahlen durch die Quadrateckpunkte auich
der Ahnlichkeitsstrahl durch die Nordpole N und N' der Kreise firr die Gewinnung des
Ahnlichkeitszentrums Z geniigen).
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Definition: Man nennt die Verbindungslinie der Mittel punkte zweier Kreisdie Zentrale { der
beiden Kreise.

Die Konfiguration zweier sich von aussen berihrender Kreise
Gegeben sind zwei sich von aussen bertihrende Kreise x; und x, mit den Mittelpunkten M4
bzw. M, und den Radien r; bzw. r,. Wir zeichnen die Zentrale { =M;M, und die Chordale
y (= Gerade durch die Schnittpunkte der beiden Kreise) sowie eine gemeinsame aussere
Tangente t. Die Berthrpunkt dieser Tangente t an die Kreise x; bzw. x, mégen T, bzw.
T, heissen. Die Tangente t schneidet die Zentrale { ineinem Punkt Z.

Die beiden Kreise x; und x, sind nun bezuglich des Zentrums Z zentral énlich und die
beiden Kreise x; und x, bertihrensichin einem Punkt V auf der Zentrale ¢. Die Chordale
( = Gerade durch die Schnittpunkte der beiden Kreise) y schneidet die Tangente t in einem
Punkt T. Weitersist die Chordale eine Tangente an «; und an «,, welche diese Kreise im
Punkt V berthrt. Daher gilt (Sekanten-Tangenten-Satz)
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(%) |T, T =|T, V| =T, T5| und wir kdnnen darum den arithmetischen-Mittel-
Kreis x mit dem Mittelpunkt M & Mittelpunkt der Strecke M;M, und Radius
r &L (rp+r,)/2 durch die Punkte My, T, M, zeichnen. Die Kreise x; und x, sind zum
arithmetischen-Mittelkreis « zentral @nlich und die Tangente t berthrt den Kreis « im
Punkt T, welcher - wie wir bereits wissen - der Mittelpunkt der Strecke T,T, ist. Daher sind
die Geraden

UT,, M. T, VT, paralel. Ebenso sind die Geraden

M4T4, MT, M,T, paralel und schliesslich sind auch die Geraden

VT, M,T, WT, paralél.
Weiters (Thaleskreise) sind die Strecken des Streckenzuges

UT,-T,V-VT,-T,W jeweils aufeinander folgend orthogonal.
Nun betrachten wir den Umkreis «k, der Kreise x; und «,. Dieser Kreis kg ist zentral
ahnlich dem arithmetischen-Mittel-Kreis, wobei der Berthrpunkt V von x; und x, als
Zentrum dieser Ahnlichkeit auftritt. Dabei geht der Punkt M, in den Punkt W und der Punkt
My inden Punkt U Uber. Well

[V, W| =21V, M,|
ist der Ahnlichkeitsfaktor dieser Ahnlichkeit gleich 2. Darausfolgt, dass
(%) |V, T|=|T, T*|. Das Dreieck M;TM, gehtindasDreieck UT*W Uber. Der Kreis
k* mit dem Mittelpunkt durch T * geht wegen (%) auchdurch V. Wegen () geht x* auch
durch T; und durch T,. Errichten wir Uber der Strecke T;T, den Thaleskreis mit
Mittelpunkt T, so sehen wir, dass der Winkel

OUT*W=90° und dass [ T,T*T,=90°.
Daher ist

OMTM, =0 UT*W = 900, was auch wegen der dazugehotrigen Thaleskreise «g
und x folgt. Esgilt daher

OUTV=0VT,W=090°.
Wetersfolgt

2:-|M{, T|=|U, T*| und 2-|M,, T|=|W, T*|.
Und schliesslichist T der Mittelpunkt eines Kreises (Arbeloskreis), der durch die Punkte V,
Tq, T*, T, geht.
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3. Die Konfiguration dreier sich von aussen berthrender Kreise
Siehe Skizze.

G168

Aus dem rechtwinkeligen Dreieck M;FM lesen wir ab:
(*) (Ry+12=(Ry +¢)2+h2
Aus dem rechtwinkeligen Dreieck FM,M  lesen wir ab:

(%) (Ry+r)2=(R,—¢)2+h2 Sindnun Ry, R, und r gegeben,
so rechnenwir (*) — (%):

(Ri+12-(Ry+r2=(R;+¢)2- (R, —¢)2 ds0
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(Ri+12-(Ry+1)2=R2+2-Ry-e +e2-R2+2-Ry-e —e2, d0
(Ri+1N2—(Ry+12=Ri2-R2+2-¢- (R +Ry)
und bekommen so schliesslich
~ (Ri+N2-(Ry+12-Ri2+R2
B 2-(Ry+Ry) B
_ R2+2 1R +12-R2-2-1'Ry -2 —R2+ RS2
B 2-(Ry+Ry) B
21 (R-Ry) 1r(R-Ry)
- 22Ri+*R)  (Ri+Ry
Daraus bekommen wir
=Ry +r2- (R +e)2=R32+2-r-R+r2-R2-2.¢-R; —e?2=
2:1-Ry+1r2—-2.¢-Ry —e2=2-R;-(r-¢) + (r+e)-(r—¢)=
(2-Ry+r+e)-(r—e).O

4. Zwei Parabeln sind immer zueinander ahnlich.

Um dies einzusehen, verandern wir die Lage einer der beiden Parabeln durch eine Isometrie so,
dass sie mit der anderen Parabel die Achse und den Scheitel gemeinsam hat. Weiters sollen
beide Brennpunkt F und F' auf der selben Seite des Scheitels liegen. Wir wéhlen sodann das
Koordinatensystem so, dass die x-Achse mit den Parabelachsen zusammenféllt und die
Scheitel im Ursprung liegen.

A

y

G056

Wird nun die eine Parabel durch y2=2-p-x und die andere Parabel durch y2=2-q-x
beschrieben, so wenden wir die Ahnlichkeitstransformation y+—— A-y und X—— A-X
[hierbei ist Z= (0, 0)] auf die erste Parabel an. Diese hat dann die Gleichung (\-y)2=
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2-p-A-X,aso y2=2-p-x2/x und wir brauchen daher nur A =p/gq zu wahlen, um die zweite
Parabel zu bekommen.

Es gibt aber noch eine andere interessante Ahnlichkeitsabbildung: Hier werden die Brennpunkte
aufeinander abgebildet und dienen sodann a's Ahnlichkeitszentrum. Die Ahnlichkeitsstrahlen
gehen wie die Licht- bzw. UKW-Strahlen von den Brennpunkten F=F' aus und werden
sodann an den Parabeln langst der Achse der Parabeln (welche ebenfalls zusammen fallen)

gespiegelt.

G056

G056

Flacheninhalt und Ahnlichkeit:
Satz: Sind Dreiecke ABC und A'B'C' zueinander dhnlich mit dem Ahnlichkeitsfaktor 2,

dh.dso |[A',B'|=1-|A,B[,B',C'|=%-|B,C|,C'",A'|=1-|C, A|, sogilt fiir deren
Flacheninhalt FI (A'B'C')=22-Fl (ABC).
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Beweis: Es kommt nun auf die verwendete Flachenformel des Dreieckes an, wie der Beweis
verlauft. Wir wollen z.B. FI (ABC) = |A, B|-|A, C|-sin(a)/2 verwenden. Es folgt
FI(A'B'C')=|A",B'|-|A',C'|-sin(a')/2=Xx-|A, B|-L-|A, C|-sin(a)/2
=A2-A,B|-|A,C|-sin(«)/2=22-FI (ABC). O

Satz: Sind zwei Polygone Aj;A, --- A, und A;'A,' --- A" zueinander dhnlich mit
Ahnlichkeitsfaktor A, d.h. esgilt |A;', A '| =X |A;, Al furale i,k=1, - ,n, sogilt
FI(AL'A - AL =22-Fl (AJA; - Ap).

Beweis: Man zerlegt das Polygon AA, --- A, in Dreiecke A, --- , A, und das Polygon
A 'As" - A,' indieentsprechenden Dreiecke A;', -, Ay,'. Dannfolgt

FAL'A - A )=HAY+ - +HAL)=22-F (A + - +22-F (Ay) =2
(FA(AD+ - +F (Ap)) =22-Fl (AA, - Ap).

Satz: Sind V und V' beliebig begrenzte zueinander mit dem Ahnlichkeitsfaktor A &hnliche
Figuren, sogilt FI (V')=A2-Fl (V).

Beweis: Man umschreibt V und V' durch zueinander dhnliche Polygone P und P' und
man schreibt zueinander éhnliche Polygone Q und Q' in V bzw. V' ein und hat dann
FI(Q')<FI(V')<FI(P'),aso A2-FI (Q) <FI (V') <A2.-Fl (P). Andererseits gilt
FI (Q)<FI(V)<FI(P),aso A2-FI (Q) <A2-FI (V) <A2-Fl (P). Dasich A2-
Fl (Q) und A2-Fl (P) um beliebig wenig von einander unterscheiden kénnen, unterscheiden
sichauch Fl (V') und A2-FI (V) beliebig wenig voneinander und sind daher gleich. o

Ein Pendant zu den Kongruenzsatzen sind die

Ahnlichkeitssatze:

Sielauten: Dreiecke ABC und A'B'C' sind einander éhnlich, wenn eine der 4 Bedingungen
1. |AB|:|BC|:|CA|=|A'B'|:|B'C'|:|C'A"|

2. |AC|:|BC|=|A'C'|:|B'C'| und y=vy"'

3. |AC|:|BC|=|A'C'|:|IB'C'| und c=0c', wobei o der Winkel ist, welcher der
grosseren der beiden Seiten AC und BC gegeniber liegt.

4. o0=o' und B=p" [und daher y=vy"']

erfullt ist.

Selbstahnlichkeit

Ubung: Beschreiben Sie, wie eine Figur zu einer echten Teilfigur dhnlich sein kann.
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Die Inversion am Kreis O

Die Funktion

z71:C\{0} —> C\{0} : x+i-yr—> Lo _x=by
X+iy x2+y2

_oX iy

X2_|_y2 X2+y2

unterscheidet sich im Wesentlichen von der Inversion am Einheitskreis

. * X 2
ERE((0,0) — RA((0,0): 061 — 5 o o s

nur durch eine Klappung um die x-Achse. Esgilt | o | =idg2. Wenn also
(X5 y)=I1(x,y),s0ist (x,y)=I1(x",y"). Somit haben wir die Formeln

* *: X *: y2

(*) X x2+y2’y X2+ y? und
. _ X* _ y*

(*) X X*2+y*21y X*2+y*2-

Dadie analytische Funktion z-1:C — C den Schnittwinkeln von Kurven erhdlt, hat auch
die Inversion am Einheitskreis diese Eigenschaft.

Ein Kreisin der Ebene R2 wird durch eine Gleichung der Form

(&) a-(X2+y2)+B-X+vy-y+8=0 mit o.=0 beschrieben. Formen wir diese
Gleichung um, so bekommen wir o X2+ o y2+B-X+7y-y+8=0, x2+ y2+
(Blo) -x + (ylo)y + 8l =0,

JL 2 v 2_ B2+72—4-06'6

(”2.@) +(y+2~oc) T 402
und daraus kénnen wir erkennen, dass auch noch 4-o.-8 < B2+ y2 gelten muss. Ist aber
o.=0, so geht die Gleichung (=) in die Gleichung einer Geraden (ber, wenn B2+ y2
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=+ 0. Somit kann man mit einer Gleichung des Typs () jeden Kreis und jede Gerade in der

Ebene R?2 beschreiben. Substituieren wir in (%) die Variablen die Beziehung (%)

beachtend, so bekommen wir

) o X2FY2 X' y' _ -

() a- (X2+y'2)2 +B- X7+ y2 +Y'x*2+y*2 +8=0 und nach der Multipli-
(X*2+y*2)2

kation mit 2+ y2

dieBeziehung o + B -X" +7 -y +8- (X'2+Yy*2)=0.

(gegenUber (%) sindnur o mit § vertauscht), und daher ist das Bild eines Kreises oder
einer Geraden bei | wiederum ein Kreis oder eine Gerade. Bezeichnet man eine Gerade als
einen Kreis mit dem Radius o0, so kann man Uberhaupt sagen, dass | eine kreistreue
Abbildung ist.

Die Kreistreue der Inversion am Einheitskreis kann mit Verwendung der komplexen Ebene
besonder einfach bewiesen werden: Seien (4, {», {3, {4+ 0 vier Punkte, welche in dieser
Reihenfolge auf einem Kreis oder einer Geraden in C liegen. lhre Bildpunkte bei der
Inversion sind dann die Punkte z :&f 1/¢; (i=1, 2, 3, 4). Wir rechnen nun

121 = 25| - 123 = 24| + |20 = 24] - |22 — 23] =

=(z1-2) - (z3-2)| + [(zy - 2) - (z, - 25) | =

= [(UCy = V) - (U3 = V)| + |(UCy — UCy) - (U, - UC3)| =

_1%-G C4—C3| L]%a=C Ca=Ca|

G Gl TGl Gl L
_ 18— Col - 183 = Cal + 181 = Cal - 182 = L3l _ 181 = L3l - 182~ Cal _
[81- 8o C3- Lal 18182 C3- Lal

=2y - 23| 12, - 24].
Daher liegen die vier Punkte z,, z,, Z3, z, ebenfalls auf einem Kreis oder einer Geradenin C
[ Ptolemeust+Bemerkung]. O

Speziell wollen wir festhalten

1.  Jeder Punkt des Einheitskreises geht bei | in sich selbst Gber.

2. Genau dann, wenn ein Kreis oder eine Gerade durch den Ursprung geht, ist ihr Bild
unter | eine Gerade.

3. Liegt ein Kreis innerhalb des Einheitskreises, so ist sein Bild ausserhalb des
Einheitskreises und umgekehrt.

4. Die Geraden durch den Ursprung gehen wieder in sich tber, aber nicht punktweise.

5. Schneidet ein Kreis oder eine Gerade den Einheitskreisin zwel Punkten P und Q, so
schneidet das Bild wiederum den Einheitskreis in diesen Punkten.

6. Sind Urbild und Bild Kreise, so haben sie entgegengesetzten Umlaufsinn.

Die Inversion am Kreis hat noch eine zweite fundamentale Eigenschaft, und das ist die
Winkeltreue.
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Satz: Schneiden sich zwel Kurven, welche Kreise oder Gerade sein dirfen, in einem Punkt
Pe R2 unter einem Winkel mit der Masszahl o, dann schneiden sich die Bildkurven (die
dann auch Kreise oder Gerade sind) bei der Inversion am Einheitskreis im Punkt 1(P)
ebenfalls unter dem Winkd mit dem o.

Beweis: 0.B.d.A. durfen wir annehmen. dass die urspriinglichen Kurven Geraden g4, 9,
sind, welche sich unter einem Winkel mit Mass o in einem Punkt P schneiden sind. lhre
Bilder bel | sind Kreidinien k4, ko, mit Mittelpunkten O; und O,. Esist dann [(P) gleich
einem Schnittpunkt 1(P) von x; mit x, und der Mittelpunkt des Einheitskreises ist der
andere Schnittpunkt O der beiden Kreise.

G132

DieNormale n; durch O auf g; geht aus Symmetriegriinden auch durch O,, und analoges
gilt fur n,. Der Schnittwinkel o von x; mit x, ist gleich dem Winkel zwischen den
Radiusvektoren O;1(P) und Ol (P). Dieser Winkel o tritt auch als Schnittwinkel bei O von
den beiden Normalen n; und n, auf. Somit ist der Schnittwinkel o ein Normalwinkel zum
Schnittwinkel der beiden Geraden g; und g,. O

Die Gruppe der Isometrien im R 3.

Definition: Eine Isometrie J: R3 — R3:x+—— J(x) ist eine Abbildung, welche die
Distanzen von Punktepaaren erhdlt, fir welche also

1J(A) -IB)| =||A-B]| firdle A, BeR3 gilt.
Offensichtlich bilden die Isometrien eine Gruppe 1SOx;.

e Die einfachsten | sometrien sind die Trand ationen

1o R3— R3:x+——> x+ A, wobei Ae R3 der Translationsvektor der
Tandation 1, ist.
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Die Trandlationen bilden eine Untergruppe TRANS;, die sog. Translationsgruppe des R3.
Esqilt

Tp ©Tg =1Ta 4 g, S00ass also die Tranglationsgruppe TRANS; isomorph zur additiven
Gruppe des R3 ist.

o FUr Isometrien ¢ : R3 — R3, welche den Ursprung in den Ursprung Gberfihren tberlegen
wir:
Zwei Punkte U und V mit |U| = |V | =1 schliessen nach dem Pythagoréischen Lehrsatz
genau dann miteinander einen rechten Winkel ein, wenn ||[U - V| =vV2.
Nunist fur i #+=k und Einheitsvektoren e;, g, gerade
lell=llell =1 und | -egl =V2.
Daher ist auch
lo(e)ll =llo(e)ll =1 und [[¢(&) —e(a) ]l = V2,
und somit bilden diedrei Vektoren ¢(e)), p(&,), ¢(e3) einorthogonaes Dreibein.

@ Jene V ektorrraumhomomorphismen

h:R3 R3:x1 P-X, bei denen

[PX)|| = |Ix]| furalle xe R gilt, sind ebenfalls Isometrien.
Da nur fir x=w9 dieBeziehung ¢(x) =w gilt, handelt es sich hier immer um Vektorraum-
iIsomorphismen. Dass sie die Distanzen von Punktepaaren erhalten ist trivial, denn fur alle x,
y € R3 gilt

[h(x) —h(y) || =[weil h Homomorphismusist]= || h(x —y)| =

=[laut Voraussetzung] = || x - y|.

Theorem:
1. Ein Vektorraumhomomorphismus
¢:R3 R3: X1 P-x ist genau dann ein Isometrie, wenn die Abbildungsmatrix P

eine orthogonale Matrix ist, das heisst wenn
PT.P=E (Einheitsmatrix) gilt.
2. Eine Abbildung ¢ : R3 — RR3, welche den Ursprung in den Ursprung tberfihrt, ist genau
dann eine Isometrie, wenn sie ein V ektorraumhomomorphismus und damit I somorphismus
9:R3—> R3 mit |e(xX)|| =|Ix|| furale xe R3 ist.
Beweis:
ad 1. Sei einmal ein Vektorraumhomorphismus
¢:¢:R3—> R3:x+—— P-x einelsometrie.
Fur Vektorraumhomorphismen ¢ gilt ganz algemein
P11 P12 P13
P= (p21 P22 pzs)
P31 P32 P33
mit
P1= (P11, P12 P13) = ¢ (ey),
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Po= (P21, P22 P2g) *= 0(&p),
P3= (P31, P32 P33) & ¢ (&3),
wie man durch Einsetzten von e;, &, e; in ¢ leicht nachprift.
- 1 fdls i=k
Dallo(&)ll =1 und [o(&) ~o@)l =le - &l =v2-6ik={0 talle ik
bilden die Vektoren ¢(e;), ¢(&,), p(e3) ein ON-System. Daraus folgt

1 fdls i=k e . .
() Pir-Pra t pi2l°i2'Di3+pia'pk3:5ik:{o falls i+ K - DamitistdieMatrix P also eine

orthogonale Matrix.
Ist zum anderen Mal die Abbildungsmatrix
(P11 P12 P13
p.def (p21 Po» Po3| eineorthogonaeMatrix (also PT-P=P-PT=E),
P31 P32 P33

so folgt fur jeden Punkt x € R3, dass
IOl =V <000, 0(¥) > =Vo )T -0(x) =V (P-X)T- (P-x) =
=XT-PT-P-x=/XT-E-x=/XT-x=| x]||.
Somitist ¢ normerhaltend und damit eine |sometrie.
ad 2. Sei einmal ¢ einelsometrie mit ¢(v) =w0.
Hilfssatz: Ein Punkt x im Raum ist eindeutig gegeben, wenn man seine Distanzen
d(x, e)), d(x, &), d(x, e3) von den Einheitspunkten
e,=1(1,0,0), &=(0,1,0), e5=(0,0, 1) und seinen Abstand
| X || =VX;32+ X2 + X52 vom Ursprung kennt.
Den Abstand vom Ursprung muss man kennen, um eine Zweideutigkeit zu vermeiden.
Es gentigt auch anstatt der Distanzen zu den Einheitspunkten die Distanzen zu drel Punkten Py,
P,, P53, welche nicht auf einer Geraden liegen und in der von ihnen aufgespannten Ebene nicht
der Ursprung liegt, zu kennen.
Fur jeden Punkt x € R3 gilt
d(e(x),0(6))=d(x,&) (i=1,2,3) und d(e(x),0)=ex) | =[x].
Daher ist jede Isometrie ¢ as Gesamtes bekannt, wenn man die drei Bilder
p(er), 9(ey), p(e3) kennt. O
Weiter im Beweis des Theorems:
Jetzt betrachten wir den V ektorraumhomomorphismus
h:R3 R3: X1 P-x

mit
wot (pll P12 913)
P:= P21 P22 P23
P31 P32 Ps3

und

(P11, P12, P13) 2 @ (ey),

(P21, P22s P23) & g (ey),
(P31, P32 Pa3) ‘& @(ey),
fur welchen offensichtlich
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() he)=9¢(g) (i=1273) gilt.
Well

lo(e) —o(e) ]l =& -l =v2- &,
bilden die Vektoren o¢(e;), 9(e,), p(e3) ein ON-System und damit ist die Matrix P
orthogonal. Somit ist der Vektorraumhomorphismus h normerhaltend und somit eine
Isometrie, welche den Ursprung in den Ursprung uberfahrt und in den Argumenten ey, e, 3
mit der Isometrie ¢ Ubereinstimmt. Damit fogt ¢ =h. O

Theorem: Hat man eine Isometrie J: R3 — R3 gegeben, undist A :&f J(v) dasBild des
Ursprunges o, dann ist die Isometrie ¢ 2 1_, o J, also

p:R3 R3: Xt Jx) — A
ein Vektorraumisomorphismus.
Beweis:
Die Abbildung ¢ =1 _4 ©J ist as Hintereinanderausfiihrung zweier Isometrien wieder eine
Isometrie und ¢ fihrt den Ursprung in sich selbst Uber. Damit ist ist sie ein VVektorraum-
isomorphismus. O

Nun wollen wir die |sometrien, welche den Ursprung wieder in den Ursprung Uberfihren, also
die Vektorraumisomorphismen

¢:R3 R3: X1 P-x, fir welche P eine orthogonale Matrix ist,
weiter klassifizieren.
Dazu betrachten wir die dreiseitige Pyramide M, welche als Spitze S den Ursprung und als
Basisdas gleichseitige Dreieck ey, e,, 3 hat.

G249

€1

Diese Pyramidewird bel ¢ ineinezu M deckungsgleiche Pyramide ¢ (M) Ubergefihrt. Die
Spitzevon ¢ (M) ist wieder der Ursprung, aber die Ecken des Basisdreieckesvon ¢(M) sind
I.A. nicht mehr die Punkte e;, e,, e;. Offensichtlich ist klar, dass wir durch eine "Drehung des
R3 um den Ursprung" die Pyramide M mit der Pyramide ¢ (M) zur Deckung bringen
kénnen. Aber nur in dem Fall, dass auch die einander entsprechenden Ecken e; und ¢(ey), &,
und ¢(e,), esund ¢@(e3) zur Deckung gebracht werden kénnen, sprechen wir wirklich von
einer Drehung des Raumes um den Ursprung. Im anderen Fall ist (jeweils "von Aussen
betrachtet”) die Nummerierung von e, e,, ;5 antizyklisch zur Nummmerierung von ¢(e;),
¢ (&), p(e3). Betrachtet man dann mit der sog. "Spiegelung durch den Ursprung"
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0 :R3— R3: (Xq, X, Xg) —> (= X1, —Xp, —Xg)
die |sometrie
cop:R3I— R3:X+—— —P-Xx,

e3 \\

c(ep)

c(e)

G249

o(e3)

so stimmen nun die Nummerierungen von e, e,, €3 und c o g(e;),c o p(ey),c o p(e;)
wieder zyklisch Uberein und man bezeichnet daher die Isometrie ¢ aseine Spiegelung des
Raumes.

p(ez)a
p(ep) p(ep)

Voon Aussen betrachtet sind die Von Aussen betrachtet ist nun die
Nummerierungen von €1, €, €3 Nummerierung von ¢(€1), p(€p),
und von @(€1), p(&), p(e3) o (e3) im Uhrzeigersinn und damit
beide im Gegenuhrzeigersinn, sind die beiden Nummerierungen
also zueinander zyKlisch. zueinander antizyKlisch.
Daherist ¢ in diesem Fall Daherist ¢ in diesem Fall
eine Drehunyg. eine Spiegeluny.

Bel der obigen rechten Skizze dussert sich die Spiegelung ¢ dadurch, dass die Sichtbarkeit der
im Inneren der Umrandung der Pyramide ¢ (M) verlaufenden Kanten ¢(e;), p(e3) und »,
p(e3) gegenlber der linken Skizze vertauscht ist. Liegt o in der Zeichenebene, soist also o
die Spiegelung des Raumes um die Zeichenebene (Vorne-hinten-Vertauschung).
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Neben der speziellen Spiegelung o des Raumes durch den Ursprung, sind auch noch die
Spiegelungen . des Raumes um eine Ebene ¢ durch den Ursprung von gros-
serem Interesse. Als Beispiel studieren wir die Spiegelung c4,; um die Ebene e44; welche
durch die Gleichung
X +y +z=0 beschrieben wird.
Diese Ebene ist parallel zur Ebene e durch die Einheitspunkte ey, e,, ;. Die Gerade gq11,
welche normal auf die Ebene €444 ist und durch den Ursprung geht, trifft die Ebene e11; im
Schwerpunkt
Si1= (e + 6 +e3)/3=(1/3,1/3, 1/3)
des Dreieckes ey, e, 3.
Der Vektor v;4; :2 (1,1, 1) ist ein Richtungsvektor der Geraden gq;.
Bei dieser Spiegelung 47, geht jeder Punkt P des Raumesin einen Punkt o441(P) Uber, so
dass die Gerade durch P und c44,(P) paralel zur Geraden g;1; (aso senkrecht zur Ebene
eq11) Istund dassdie Ebene ¢4, die Streckevon P nach c411(P) halbiert.
Soistz.B.fur P=g (i=1,2,3) der Abstand von P, zur Ebene ¢,;; gleich dem Abstand
von S;;; zum Ursprung, aso gleich
I S1p1ll =V3/3.
Jeder Punkt Q auf der Ebene ¢ durch e, e, &3 geht in einen Punkt
0111(Q)=Q~-2-S1;,=Q - (23, 2/3, 2/3) Uber.
Somit ist speziell
oq111(e) = (U3, —2/3, -2/3),
o111(8) =(-2/3, 1/3, -2/3),
oq111(63) = (=213, —2/3, 1/3),
woraus folgt, dass c41; die Abbildungsmatrix
( /3 -23 —2/3)

def

Alll = —2/3 1/3 _2/3

-2/3 -23 1/3

hat.
Weitere Spiegelungen um eine Ebene durch den Ursprung sind die drei Spiegelungen o; um
die Koordinatenebene
ek 2 {(Xq, X, X3) 1%, =0} ({i,], k} ={1,2,3}).
Soist z.B.
0,:R3—> R3: (X,Y,2) — (X, -, 2).
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Das Bild im Spiegel

Lassen Sie sich nicht durch die Frage: "Warum vertauscht der Spiegel links mit rechts aber
nicht oben mit unten?" verwirren.

Wir kleben unterhalb unseres rechten Auges einen blauen Punkt, unterhalb des linken Auges
einen gelben Punkt. Die Mitte der Stirn markieren wir mit einem roten Punkt und unser Kinn
mit einem griinem Punkt. Sodann schauen wir unsin den Spiegel. Das Spiegelbild des blauen
Punktes sehen wir nun gegentber unserem blauen Punkt, das Spiegelbild des roten Punktes
sehen wir gegeniber unserem roten Punkt, usw.. Eine Vertauschung kénnen wir aber beziig-
lich vorne und hinten beobachten. Unsere Nase zeigt namlich zum Spiegel, wahrend das
Spiegelbild der Nase zu uns zeigt. - und jeder Punkt unseres Gesichtes ist genau so weit vor
dem Spiegel, wie der entsprechende Bildpunkt hinter dem Spiegel ist. Das bedeutet also, dass
das Spiegelbild aus dem Original durch Spiegelung an der Spiegelebene entsteht. Kénnte sich
das Spiegelbild um eine senkrechte Achse drehen (ohne dass wir unsere Position andern),
sodass seine Nase in dieselbe Richtung wie die unsere schaut, so wéren nun zwischen Original
und Spiegelbild die Positionen des blauen und des gelben Punktes vertauscht. Dieses neue -
gedachte - Spiegelbild unterscheidet sich dann vom Original durch eine links-rechts-
Vertauschung und nicht mehr durch eine vorne-hinten-V ertauschung.

Dies suggeriert die Ansicht, dass der Spiegel links mit rechts vertauscht (und verwehrt uns die
Einsicht, dass statt dessen der Spiegel vorne mit hinten vertauscht).

Hatten wir die gedachte Drehung um eine waagrechte Achse (parallel zur Spiegelebene)
durchgefthrtm (um die Nase in dieselbe Richtung wie die unsere zu schauen lassen), so wirde
sich das Spiegelbild nun um eine oben-unten-V ertauschung vom Original unterscheiden.

Da wir unser eigenes Gesicht vom Spiegel her gut kennen, aber dadurch nur mit dem
gespiegelten Gesicht vertraut sind, finden wir ein normales Photo von uns wenig attraktiv.
Kleine Unsymmetrien unseres Gesichts werden namlich beim Ubergang vom Spiegelbild auf
das Photogesicht ins Gegenteil verkehrt und stéren daher auffallig. In Wirklichkeit machen
kleine Unsymmetrien ein Gesicht interessant und sind unbewusst fur die Wiedererkennung
forderlich. Schauen Sie gemeinsam mit einem engen Vertrauten in den Spiegel, als Spiegelbild
wird er |hnen befremdlich erscheinen.

Der Kunstler sollte die zu portrétierende Dame fragen: "Wollen Sie, dass das Bild Ihnen als
dhnlich erscheint oder soll der Herr Gemahl Ihre Ahnlichkeit mit dem Bild fur gut getroffen
befinden?'

Die Unsymmetrie eines Gesichtes bekommt man drastisch zu sehen, wenn man zum einen Mal

die linke Gesichtshéfte durch die gespiegelte rechte Gesichtshélfte substituiert und zum anderen
Mal die rechte Gesichtshdfte durch die gespiegelte linke Gesichtshélfte substituiert.
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Dreieck und Krels

Tangentean elnenKrelsauselnemgegebenen Punkt P

Satz: Der Radiusvektor, der vom Mittelpunkt M des Kreises k¥ zum BertUhrpunkt T der
Tangente t fuhrt, steht senkrecht auf der Tangente.

G103

Beweis: O.E.d.A. nehmen wir an, dass der Kreis den Ursprung als Mittelpunkt hat. Lautet
nun die Gleichung des Kreises
X2 +y2=r2,
so gilt fir einen Punkt P=(a, b) auf der Kreidinie
&+ b2=r2
Die Schnittpunkte der Geraden g, welche durch die Parametrisierung
¢p:R—R2:1——(ab) +1-(-b,a) gegebenist, mit der Kreislinie, bekommen
wir, indem wir x=a—-t-b und y=b+ t-a in die Kreisgleichung einsetzen und so zur

Gleichung
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(a—1-b)2+ (b+1-a)2=r2, und somit zu
12- (@ +b2) + &+ b2=r2 ds0
12=0, dso 1=0 kommen.
Daher hat die Gerade g genau einen Schnittpunkt mit dem Kreis, namlich den Punkt
T=(@b)+1-(-b,ay=(ab)+0-(-b,a=(a b)=P.
Wir haben mit g also die Tangente an den Kreisim Punkt P gefunden. Der Radiusvektor zu
T istgleich (a b). Der Richtungsvektor der Tangenteist gleich (—b, a). Esfolgt <(a, b),(-
b, @) > =0, und somit steht der Radiusvektor auf dem Richtungsvektor senkrecht. o

Bemerkung: Dies kann man auch aus einer Symmerielberlegung erschliessen. Symmetrie-
Uberlegungen sind intuitive Schlussweisen, welche in der Geometrie immer wieder verwendet
werden. Eine genaue Formulierung und Rechtfertigung aller Symmetrielberlegungen kann
alerdings nur mit Hilfe der mathematischen Logik gegeben werden.

Grundaufgabe: Gegeben ist ein Kreis x mit Mittelpunkt M und ein Punkt P ausserhalb
desKreises. Gesucht sind die Tangenten t 4, t, an den Kreis, welche durch P gehen.

L dsung: Man zeichne einen Kreis k' mit dem Durchmesser M, P (Thaleskreis). Die Schnitt-
punkte von x mit k' sind die Berthrpunkte T,, T, der Tangenten t; bzw. t,.

Tangenten an zwei Kreise
Gegeben: Zwei Kreise x; und x,, wobei keiner der beiden Kreise ganz im anderen liegt.

Gesucht: Geraden, welche Tangenten an beide Kreise sind.
Typ 1 (dussere Tangente): Seien r;<r, die Radien der Kreise.
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Man zeichnet zuerst den Hilfskreis x* mit Radius r, — r; konzentrisch zu x,. Vom Mit-
telpunkt des Kreises «; aus wird dann die Tangente t* an x* gezeichnet. Die gesuchte
Tangente t ist dann parallel zu t*. Fir ry=r, wird diese Konstruktion trivial.

Typ 2 (innere Tangente): k; und x, liegen getrennt, d.h. [M4, M| >y + 5.

Der Hilfskreis «* hat hier den Radius rq + r».

DieKreis-PotenzeinesPunktes

GeometrischeDefinition der Potenz
Gegeben sind

R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil2 27. August 1956



133

1. die Gleichung einesKreises k z.B. mit dem Ursprung O = (0, 0) als Mittel punkt:
X2 +y2—r2=0.
2. ein Punkt
P=(&,n) € R2 und ein normierter Richtungsvektor u=(cos(¢), sin (¢)).
Ein Punkt Q sei gleich Q= (& +p-cos(¢),n +p-sin(p)) mit p e R". Variiert man p, s0
lauft Q auf einer Geraden g, von der wir annehmen wollen, dass sie den Kreis schneidet.

G094

Esist |P,Q|=|P- Q] =p. Firwelche p schneidet g den Kreis? Einsetzenvon Q indie
Kreisgleichung ergibt (& + p-cos(¢))?+ (n+p-sin(e))?-r2=0, aso p2+
p-(2-§-p-cos((p) +2-n-p-Sin((p)) + (E2+n2-r2)=0. Diesist eine quadratische Gleichung
fur p, welche die Losungen p4, p, hat. Dabei ist nach dem Wurzelsatz von Vieta [(X —
X1) - (X = X5) =X2 = (X1 + X9) + X + X1 X5 ]

pr-pp=(E2+n2-) = () [2-r2 & &2
also konstant ( =nicht von g sondern nur von P abhéngig). Die konstante Potenz d2 wird
als Potenz des Punktes P beziglich des Kreises k bezeichnet.

Fall 1: P liegt ausserhalb des Kreises. Dann kdnnen wir d geometrisch als die Lange der
Strecke PT interpretieren, wobel T einer der zwei Bertihrpunkte der Tangentevon P ausan
den Kreis « ist.

Fall 2. P liegt innerhalb des Kreises. Dann gibt es keine Tangente von P aus an den Kreis
und somit keinen Bertihrpunkt T.
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Analytische Definition der Potenz
Wir schreiben die Gleichung eines Kreises k mit Mittelpunkt M = (m, n) in der sogenannten
Potenzform

KX,y)=X-m)2+(y-n)2-r2=x2+y2-2.x-m-2-y-n+m2+n2-r2=0, die
dadurch gekennzeichnet ist, dass die K oeffizienten von x2 bzw. y2 gleich 1 sind. Hat man
eine beliebige Kreisgleichung gegeben, so sind die Koeffizienten von x2 und y2 gleich einem
o #= 0 und man kann durch diesen Koeffizienten o dividieren, um die Potenzform zu
bekommen. Setzt man in die Potenzform des Kreises einen beliebigen Punkt P= (€, 1) € R2
ein, so bekommt man die Zahl

PP, «) L KE,n)=(E-m)2+ (1 -n)2-r2 wobei man P(P, ) asdie Potenz
des Punktes P bezlglich desKreises « bezeichnet. Esist dabei

(£ —m)2+ (n —n)2=|M, P|2. Somitist P(P, x) = |M, P|2 - r2.

Liegt also der Punkt P ausserhalb des Kreises «, soist (P, x) =d2, wobei d die Lange
der Tangentevon P biszum Berhrpunkt T ist. Liegt der Punkt P auf dem Kreis «, soist
PB(P, x) =0. Liegt P innerhalb desKreises «, soist P(P, x) <O.

Die Menge aler Punkte P= (&, 1), fur welche die Potenz einen festen Wert annimmt ist also
ein Kreis, dessen Mittel punkt gleich dem Mittel punkt des betrachteten Kreises « ist.

Nun wissen wir bereits: Ist s eine beliebige Gerade, welche durch den Punkt P geht und den
Kreis x inzwei Punkten S;, S, trifft, soist
I+ 1S, P| - |S,, P falls P ausserhalb desKreisesliegt.

PP, k)= 0 fallsP auf der Kreislinie liegt.
1— IS, Pl - 1S, P fals P innerhalb desKreisesliegt.
In der Schulgeometrieist es Ublich, diesen Sachverhat in drel Lehrsétzen zu formulieren:
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Sehnensatz: Bezeichnen AB und CD Sehnen eines Kreises mit Radius r und Mittel punkt
M, welche sichin einem inneren Punkt P des Kreises schneiden, so gilt
|AP|-|PB| =|CP|-|PD| =r2—- |PM|2.

D B G094

Sekantensatz: Bezeichnen EF und GH zwei Sekanten eines Kreises mit Radius r und
Mittelpunkt M, welche sich in einem &usseren Punkt P eines Kreises schneiden, so gilt
|EP| - |FP| = |GP]| - |HP| = |PM|2 - r2.

F P

G G094

Der Sekantensatz kann auch als Proportion
|EP| : |GP| = |HP| : |FP| oder als
|EP| - |FE| = |GP| - |HG| oder als
|EP| : |GP| = |HG] : |FE| formuliert werden.

Sekanten-Tangentensatz: Bezeichne KL eine Sekante eines Kreises mit Radius r und

Mittelpunkt M. Weiters liege ein usserer Punkt P auf der Sekanteund essei T ein Be-

rdhrpunkt einer der zwel Tangenten an den Kreisvom Punkt P aus. Dann gilt
|[KP|-|LP|=|PM|2—-r2=|TP|2,
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G094

Die Chordale zweier Kreise

Hat man Kreise k4, k, mit den Mittelpunkten M, = (mq, n;) und M,= (m,, n,) gegeben,
so kann man sich fragen, wo jene Punkte P < R2 liegen, welche beziiglich der beiden Kreise
dieselbe Potenz haben. Werden «; und x, durch die Gleichungen in Potenzform

K (X, y)=(X-mp)2+ (y—-n)2-r2=0 und

Ko(X, Y) = (X—my)2+ (y - ny,)2-r,2=0 beschrieben, so wird also die Chordale
durch die Gleichung x1(X,y) =x»(X,y) beschrieben.
Rechnet man dies aus, so hat man also

X2—=2-X-My+m2+y2—2.y-n+n2—r2=

X2—2:X-My+ M2 +Yy2—2:y-Ny + N2 — 1,2
und weil sich die quadratischen Glieder wegheben, bekommen wir die lineare Gleichung

—2:X-mp+m2-2-y-ng+ N2 —r2= —2-x-my+my2—2-y-n, + N2 — r,2, welche die

Chordale von «; und x, beschreibt. Daher sehen wir, dass die Chordale zweier Kreise eine
Gerade ist.

Die Lage der Chordalen zweier Kreise ist einfach zu bestimmen: Aus Symmetriegrinden muss
die Chordale senkrecht zur Geraden MM, liegen. Weiters nehmen wir an, dass r, > ry.

1. Fall:ry + r, < [M4, M5|. Der Punkt P liegt in der Mittel der beiden Bertihrpunkte T, und
T, der gemeinsamen Tangente t an die beiden Kreise. Daher hat P bezlglich «; und x,
die Potenz P (P, k1) =|P, T112=(|T1,T5|2)/14 bzw. B (P, x,) =|P, T,|2=
(| T4, T5|2)/4. Somit geht die Chordale durch den Punkt P.
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2. Fall: ry + r,=[My, M,|. Der Berthrpunkt T der beiden Kreise hat bezilglich beider
Kreise die Potenz 0. Somit geht die Chordale durch den Punkt T.

3. Fall: Diebeiden Kreise schneiden sich in zwei Punkten S;, S,. Die Schnittpunkte S; und
S, beider Kreise haben bezliglich beider Kreise die Potenz 0. Somit geht die Chordale durch
S, und S,.

G119

4. Fall: r;<|Mq, My| und [M4, M| + ry=r,. Der Berthrpunkt T der beiden Kreise hat
beziiglich beider Kreise die Potenz 0. Somit geht die Chordale durch den Punkt T.
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5. Fall: My, My| <ry und [Mq, My| + ry < r,. Wir wahlen eine Potenz d? so, dass
d>r,. Von beliebigen Punkten B auf x; und D auf x, auszeichnen wir Tangenten an die
Kreise x; bzw. x, und wahlen auf diesen Tangenten Punkte G und F so, dass diese die
Potenz d bezlglich x; bzw. x, haben. Der Kreis «*; wird nun konzentrisch zu «;
gewahlt und so, dass G auf x*; liegt. Analog zeichnen wir den Kreis «*,. Dann haben alle
Punkte auf «*; die Potenz d2 bezlglich x; und ale Punkte auf k", haben die Potenz d?2
bezliglich «x,. Ist nun E ein Schnittpunkt der Kreise x*; und «*,, so liegt er auf der
Chordalen.

G119

Chordale \:Z?:;«

6. Fall: M;{=M,, ry<r,. Indiesem Fall hat die Gleichung x;(X, y) =x,(X, y) keine
L 6sung und somit existiert keine Chordale.

R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil2 27. August 1956



139

G119

Der Kreis als geometrischer Ort

1. Ein Kreis Q ist der geometrische Ort aller Punkte, welche von einem Punkt M
(Mittelpunkt des Kreises genannt) einen konstanten Abstand r (Radius des Kreises genannt)
haben.

2.Sind A, B e R2 gegebenundist 0< a<b, soistdieMenge Q aler X € R2, fur welche
|A, X|:|B, X| =a:b, eineKreidinie ( £ Kreis des Apollonius (262-190 v.Chr.)).
Beweis: Der Fall a=b ergibt als Sonderfall eines Kreises die Streckensymmetrale von AB.
Wir konnen uns also beim weiteren Beweis auf den Fall a< b beschrénken. Esist X = (X,
y) € Q, genau dann wenn |A, X| : |B, X| =a: b, also wenn

(+) |A, X]2:|B, X|2=2a2: b2. Um die weitere Rechnung einfacher und einsich-
tiger zu gestalten, wahlen wir A= (0, 0) und B= (1, 0) und verwenden A :&f
a:hb. DieBedingung (=) lautet wegen |A, X|2=x2+y2 und |B, X|2=(x—-1)2+y2 nun
X2+ y2=)2. ((x - 12+ y2). Wir formen diese Gleichung um in x2+ y2— 2.
(X2-2-x+1+y2)=0,as0 x2- (1 -22) +y2- (1 - A2) + 2-12-x —A2=0. Diesist eineKreis-
gleichung. Die zeichnerische Erfassung dieses Kreises ist recht einfach.

G195
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Wir zeichnen die Punkte B und A. Sodann zeichnen wir von B aus einen beliebigen Strahl
o sodass dieser nicht parallel zu AB ist. Auf dieser Geraden o tragen wir die Punkte U, V,
W ein, sodass |B, Ul =b-a |B, V|=Db, |B, W| =b+ a Paralel zur Geraden UA
zeichnen wir ein Gerade durch V, welche auf der Geraden AB den Punkt X, ausschneidet.
Parallel zur Geraden WA zeichnen wir durch den Punkt V eine Gerade, welche auf AB den
Punkt X, ausschneidet. Der Mittel punkt der Strecke XX, ist der Mittelpunkt M, unseres
gesuchten Kreises €2, und dieser Kreis € geht durch die Punkte X, und X,. O

Anwendung:

G065

Anhand der Skizze kdnnen wir folgendes feststellen: Sind G und G' gegeben, so verbinden
wir diese zwei Punkte durch eine Gerade h. Nun zeichnen wir den Punkt W auf h so, dass
W zwischen G und G' liegtund |G, W|:|G', W|=a:b, dassaso T(G, G',
W)=(G-W):(G'-W) = — ah. Weiters zeichnen wir den Punkt V auf g, sodass V=W
und ebenfalls |G, V|:|G', V] =a:hb, aber dann T(G, G', V) =
(G-V)I(G'-V)=+alb gilt. Sowohl W (innerer Teilungspunkt) alsauch V (8usserer
Teilungspunkt) sind eindeutig bestimmt. Dann folgt also DV(G, G', V, W) =
TV(G,G',V):TV(G,G',W) = —1. Nun zeichnen wir in der Ebene noch einen beliebigen
Punkt Z, far den |G, Z|:|G', Z| =a:b gilt. Dann gilt also im Dreieck G, G',Z |G,
Z|:|G', Z|=|G, W|:|G', W|. Daher ist nach dem Satz tiber die Winkelhabierende die
Gerade w durch Z und W die Winkelhalbierende des Innenwinkels des Dreieckes G, G', Z
bei Z. Nun zeichnen wir die Verbindungsgerade u von Z mit V. Well die Punkte G, G', V,
W harmonisch liegen, liegen auch die Geraden g, g', u, w harmonisch. Nun liegen aber
andererseits auch die Geraden g, g',v,w (wobei v die zweite Winkelhalbierende ist)
harmonisch. Darausfolgt u=v. Nun kdnnen wir zwei Dinge erschliessen:

1. Den Satz fir die innere Winkelhalbierende beztglich der inneren Teilung kann man wort-
wortlich auf die Halbierende des Aussenwinkels beztiglich der dusseren Teilung Ubertragen.
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2. Weil v und w miteinander einen rechten Winkel einschliessen, liegt Z auf dem Thales-
kreis Uber V, W und somit ist dieser Kreis gleich dem Kreis des Apollonius.

Sich orthogonal schneidende Kreise

Schnittsehnensatz: Sind drei sich paarweise schneidende Kreise x4, x5, k3 gegeben, so
schneiden sich die drei Choradalen in einem Punkt H ( =Potenz-Zentrum, Hauptpunkt).
Dieser Punkt liegt im Unendlichen, genau dann, wenn die Mittelpunkte M4, M,, M5 der
Kreise auf einer Geraden liegen.

Bewels: Seien «, x5, k3 diedrei Kreiseund y 15, x23, x31 die Chordalen y;, der Kreise
k; und x,. Liegen die Mittelpunkte der drei Kreise auf einer Geraden, so sind die drei
Chordalen parallel und wir sagen, dass sich diese drei Parallelen in einem Punkt, welcher im
Unendlichen liegt, schneiden. Liegen die drel Mittel punkte nicht auf einer Geraden, so sind je
zwei der drei Chordalen nicht parallel und es gibt Schnittpunkte St und S2 der Chordalen
xij und xj (i, J, k paarweise verschieden). Auf der Chordalen 3, liegen die Punkte,
welche bezuglich des Kreises «; und des Kreises x, dieselbe Potenz haben. Auf der
Chordalen y,3 liegen die Punkte, die beztglich der Kreise x, und x5 dieselbe Potenz
haben. Somit haben der Schnittpunkt S, dieser beiden Chordalen 1, und y,; beziglich
aler drei Kreise dieselbe Potenz und daher geht die Chordale ;5 ebenfallsdurch S, &!: S,

K3

G030

Schneidet ein Kreis k einen Kreis k; senkrecht, so liegt der Mittelpunkte M von « auf der
Tangente von k; anden Schnittpunkt T der beiden Kreise.
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In dieser Situationist r2 gleich der Potenzvon M beziiglich «;. Weiters bemerken wir, dass
M ausserhalb von «; liegt. Jeder Punkt M € R2, welcher ausserhalb des Kreises «; liegt,
kann as Mittelpunkt eines Kreises « dienen, welcher den Kreis k; senkrecht schneidet.

EinKreis x mit Mittelpunkt M und Radius r schneidet zwei Kreise «, k, senkrecht, wenn
der Mittelpunkt M beziiglich des Kreises x; und beziiglich des Kreises x, die Potenz r2
hat. Damit diese Situation eintreten kann, mussalso M auf der Chordalen 1, der Kreise k;
und x, liegen. Jeder Punkt M, welcher ausserhalb der beiden Kreise x; und x, und auf der
Chordalen x4, liegt, kann as Mittel punkt eines Kreises dienen, welcher die Kreise «; und
Ko Senkrecht schneidet.

G161

Ein Kreis x mit Mittelpunkt M und Radius r schneidet drei Kreise x4, x5, k3 senkrecht,
wenn der Mittelpunkt M beziglich aler drei Kreise «4, k, und k5 die Potenz r2 hat. Damit
diese Situation eintreten kann, muss also M auf dem Potenzzentrum der Kreise «4, x, und
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k3 liegen. Nur das Potenzzentrum kann als Mittel punkt eines Kreises dienen, welcher alle drei
Kreise x4, ko, senkrecht schneidet. Dabei muf3 noch zusétzlich das Potenzzentrum der drei
Kreise ausserhalb aller drel Kreise liegen. In den skizzierten Situationen gibt es bei den drei
linken Kreisen keinen Kreis, welcher alle drei senkrecht schneidet, fir die drei rechten Kreise
gibt es einen solchen Kreis und zwar eindeutig, weil ja M =S und r2 gleich der Potenz des
Mittelpunktes M beziiglich aller drei Kreise sein muss.

K1 K2

K3 G030

Der Zentri-Peripheriewinkelsatz

Gegeben ist eine Sehne PQ eines Kreises.

Fall 1. Errichtet man Gber der Sehne als Grundlinie ein Dreieck mit der Spitze S auf dem
Kreis so, dass der Mittelpunkt des Kreises im Dreleck liegt, dann hangt der sogenannte
Peripheriewinkel ¢ bei S nicht von der speziellen Wahl von S ab und ist gleich dem
halben Zentriwinkel « Uber der Sehne S.
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Beweis: Ausdem Dreieck PQS lesenwirab o + o + o +1 +1 + o =180°. Wegen

¢=oa +1 folgt 2¢ + 20 =180°. Aus dem Dreieck PQM lesen wir ab 2c + o = 1809, also
2-9=w.0

Fall 2: Errichtet man Uber der Sehne als Grundlinie ein Dreieck mit der Spitze S auf dem
Kreis so, dass der Mittelpunkt des Kreises ausserhalb des Dreieckes liegt, dann hangt der
Winkel ¢ bei S nicht von der speziellen Wahl von S ab und ist gleich dem Supplement des
halben Zentriwinkels « Uber der Sehne S.

Beweis. Ausdem Dreieck PQS lesenwirab (oo —c) + (1 — o) + 1 + o =180°. Wegen
¢=oa+ folgt 2¢ — 20 =180°. Aus dem Dreieck PQM lesen wir ab 2c + o = 1809, also
2-¢ +»=360° und somit ¢ =180 — »/2. O

Fall 3[Thaleskreis]: Errichtet man Uber dem Durchmesser eines Kreises ein Dreieck mit
der Spitze S auf dem Kreis, dann héangt der Winkel ¢ bei S nicht von der Wahl des Punktes
S abundist gleich 909°.
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Beweis: Man bekommt den Satz entweder als Grenzfall des Peripheriewinkel satzes oder
elementarer direkt indem wir aus dem Dreieck PQS ablesen: o + 1+ 1+ o = 1809, also
¢=o+1=900.0

Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes: Liegen vier Punkte A, B, C, D so, dass der
OACB =01 ADB, so liegen die vier Punkte auf einem Kreis.

Beweis: Sei « der Kreis durch ABC. Liegt nun D ausserhalb des Kreises «, so ist
JACB > [J ADB. Liegt aber innerhalb des Kreises «, soist [0 ACB < O ADB. Somit muss D
auf dem Kreis x liegen. O

Sehnenvierecke und Tangentenvierecke
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Ein Viereck, welches einen Umkreis besitzt, heisst Sehnenviereck oder zyklisches
Viereck. Ein Viereck, welches einen Inkreis besitzt, heisst Tangentenvier eck.

G157

Die 4 Eckpunkte A, B, C, D eineskonvexen Viereckes bilden genau dann ein Sehnenviereck,
wenn die Summe gegentiberliegender Innenwinkel gleich 1800 ist.

Beweis: Sel einmal ABCD ein Sehnenviereck mit Umkreis k. Dann zerlegen wir das Seh-
nenviereck in vier Telldreiecke, welche jewells den Kreismittelpunkt M als Eckpunkt haben.
Diese Teildreiecke sind jeweils gleichschenkelig. Daher ist oy =385, B1 =019, 71 =182, 81 =75
Mit o= o1+ a9, B=PB1+ Bo,y=7v1+ 72, 8=8,+ 8, folgt o+ y=
O+ oy+yr+y,=0q+PBr+y;+8 und B+8=PB;+PBy+8;+8,=Py+7y1+ 8+ a4 AlSO
habenwir oo + y=pB + 8. Wegen o + B +vy + 8=360° folgt o +y=p + 6 =180°. Sel zum
anderen Mal ein konvexes Viereck ABCD so gegeben, dass o + y=pB + 8=
180°.
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G034

Wir zeichnen den Umkreis « des Dreieckes ABC. Vom Mittelpunkt M dieses Umkreises
zeichnen wir den Strahl durch D. Wo dieser Strahl den Kreis « schneidet, markieren wir
einen Punkt D'. DasViereck ABCD' ist dann ein Sehnenviereck, und es gilt daher fir seine
Innenwinkel o' +vy'=p + &' =180°. Laut Voraussetzung ist aber auch
B+ 6=1800. Daherist 6=35".

Liegt der Punkt D innerhalb des Kreises oder auf der Kreidinie, soist 8 > 8. Liegt der Punkt
D ausserhalb des Kreises oder auf der Kreislinie, so ist § < §'. Es bleibt also nur die
Maoglichkeit, dass D auf der Kreislinie liegt und daher D=D" gilt. Somit ist ABCD ein
Sehnenviereck. O

Ubung: Beweisen Sie den Satz vom Sehnenviereck und dessen Umkehrung mit Hilfe des
Zentri-Peripheriewinkel satzes und dessen Umkehrung.

2. Satz vom Sehnenviereck

Die 4 Eckpunkte A, B, C, D eineskonvexen Viereckes bilden genau dann ein Sehnenviereck,
wenn [siehe Skizze] ¢ =¢' und y=vy'.

Beweis: Ist ABCD ein Sehnenviereck, so folgt aus dem Peripheriewinkelsatz, dass ¢ =o'
und vy =vy'. Ist andererseits ¢ =¢ ', so folgt aus der Unmkehrung des Peripheriewinkel satzes,
dass ABCD auf einem Kreisliegen. o
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Der Satz vom Aussenwinkel beim Sehnenviereck

Beweis: DieDiagonale AC teilt den Innenwinkel bel A indieWinkel o und B. Mittels des
Peripheriewinkelsatzes kénnen wir o und B auch im Dreieck BCD finden. Der
Aussenwinkel dieses Dreieckesbei C ist aso gleich der Summe der beiden Innenwinkel, also
gleich o + B, und diesist auch gleichzeitig der Aussenwinkel bei C des Sehnenviereckes. O

Umkehrung des Satzes vom Aussenwinkel beim Sehnenviereck

Ist bel einem Viereck ein Aussenwinkel gleich dem gegentiberliegenden Innenwinkel, soist das
Viereck ein Sehnenviereck.

Beweis: Wir zeichnen die Diagonalen des Viereckes. Nun gilt fir das Dreieck DBC, dass
[0 CDB + [0 DBC = Aussenwinkel bei C. Nun betrachten wir den Kreisdurch CDB. Liegt A
ausserhalb dieses Kreises, so ist der [0 DAB < [0 CDB + [0 DBC. Liegt A innerhalb des
Kreises, so gilt [0 DAB > [ CDB + O DBC. Laut Voraussetzung ist aber
[0 DAB = Aussenwinkel bei C=[] CDB + [ DBC. Somit mul3 der Punkt A ebenfallsauf dem
Kreis CDB liegen. O

Satz vom Diagonalenschnittwinkel im Sehnenviereck:

Ist ein Sehnenviereck ABCD einem Kreisvom Radius r=1 eingeschrieben, so schneiden
sich die beiden Diagonalen in einem Winkel vy, welcher in Radian das Mass %((Bogenlénge
von A nach B) + (Bogenlange von C nach D)) hat. Mit den Bezeichnungen der Skizze
bedeutet dies, dass y = (o + B)/2.

Beweis: Da der Radius des Kreises gleich 1 igt, ist die Bogenlangevon A nach B gleich
dem Zentriwinkel o bezlglich der Sehne AB. Analog istdie Bogenlénge von C nach D

gleich dem Zentriwinkel 3 bezlglich der Sehne CD.
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Als Peripheriewinkel Uber der Sehne AB finden wir /2 bei D und Uber der Sehne CD tritt
B/2 bei A auf.Bel Z tritt v = (o +p)/2 dsAussenwinkel desDreieckes AZD auf. O

Satz von den Mittensenkrechten beim Sehnenviereck:

Die Mittensenkrechten der 4 Seiten und der 2 Diagonalen eines Sehnenviereckes gehen durch
den Mittel punkt des Umkreises.

G137

Beweis: Die Mittensenkrechte jeder Kreissehne geht durch den Mittelpunkt des Kreises. O
Dreiecke im Sehnenviereck:

Die Diagonalen eines Sehnenviereckes zerlegen diesesin 4 Dreiecke, von denen jeweils zwel
gegenuberliegende zueinander dhnlich sind.
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G137

Beweis: Der Winkel o tritt als Scheitelwinkel zwei mal auf. Der Winkel <t tritt als
Peripheriewinkel Uber der Sehne A,A; bei A; und A, auf. Der Winkel p tritt als
Peripheriewinkel Gber der Sehne A1A, bei A, und Az auf. O

Die Umkreis-Inkreis-Formel von Lazare Nicolas Marguérite CARNOT (1753-
1823):
Sei U der Umkreismittel punkt eines Dreieckes ABC mit den Seiten a, b, ¢ und seien |U,
al, |U, b|, |U, b| die Entfernungen des Umkreismittel punktes von diesen Seiten, dann gilt
mit R=Umkreisradius und p = Inkreisradius die Gleichung

U, M| + |U, Mp| + |U, M| =R + p.

G127

Beweis: Wir beschranken uns beim Bewels auf ein spitzwinkeliges Dreieck ABC. Fir den
Inkreisradius haben wir die Formel p-(a+ b+ c)=2-FI (ABC). Weiters ist
FI (ABC) =Fl (UAB) + Fl (UBC) + Fl (UCA)z%(c- U, M| +a: |U, M| +
b-|U, M|). Daher gilt

(#*) p-(a+b+c)=c-|U, M| +a|U, My| +b-|U, My|. Die Dreiecke UAB,
UBC, UCA sind gleichschenkelig, und aus dem Peripherie-Zentri-Winkelsatz folgt, dass
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0 BUA=2y,0 CUB=2u,0 AUC= 2p. Daher ist o =0 BUM,, B =
0 CUMy, vy =0 AUM.. Die folgenden Dreiecke sind rechtwinklig und daher ergibt sich ihre
Ahnlichkeit schon aus der Ubereinstimmung in einem Winkel, der der Hypotenuse anliegt.
Also ABH, ahnlich ACH, &hnlich BUM, weil bei allen drei der Winkel o vorkommt,
BCH, éhnlich BAH, ahnlich CUM, weil bei allen drei der Winkel B vorkommt, CAH,
dhnlich CBH,, ahnlich AUM, weil bei alen drei der Winkel y vorkommt. Wir gewinnen
also die folgenden Proportionen (kirzere Kathete: Hypotenuse)
|A,Hp| :c=|A,H;| :b=|U, M | : R und deswegen gilt (Summenformel bei Proportionen)
[U, M4l (b+c¢c)=R-(|A,Hyl + |A, H¢|) und analog dazu gilt
|U,My|-(c+a)=R-(|B,H;| + |B,H,]), |U,M,|-(a+b)=R-(|C,H,| +|C, Hy|). Durch
Addition der drei Gleichungen folgt

() |U,Myl-(b+c)+|U, My|-(c+a)+|U, M|-(a+b)=R-(|A, Hy| +
|A, He| +|B, H| + |B, Hy| + |C, Hy| +|C, Hyl])=R-(a+ b+ c). Die Addition von
(¥) und (%) ergibt c-|U, M | +a-|U M,y +b-|U Myl +|U My -(b+c)+
|lU,Mp|-(c+a) + |U,M|-(a+b)=p-(a+b+c)+R-(a+b+c),aso (a+b+c)-
(JU,My| + |[U,My| + |U,M.|)=(a+b+c)-(R+p).O

Ubung: Berechnen Sie den Umkreisradius des Sehnenviereckes und die Lange der beiden
Diagonalen.

Der Satz des Ptolemeus
Vier Punkte A, B, C, D liegen genau dann auf einem Kreis, wenn
|A, D|-|B, C| + |A, B|-|C,D|=|A, C|-|B,D|.

G09%6

Beweis: Wir zeichnen den Punkt Q auf der Diagonale B, D so, dass sich der Winkel 1
wiederholt. Aus dem Peripheriewinkelsatz (Sehne CB) folgt das zweimalige Auftreten eines
Winkels mit Mass o bei A bzw. bel D und ein zweimaliges Auftreten eines Winkels mit
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Mass  (SehneCD) bei A und B. Daher sind die Dreiecke ABC und DQC &hnlich. Also
folgt |C,D|:|Q,D|=|A,C|:|A, B|, aso

() |A,B|-|C,D|=|A, C|-|Q, D|. Ebenso dhnlich sind die Dreiecke BCQ und
ACD. Hier folgt |B, C|:|B, Q|=|A, C|:|A, D|, aso

(#) |B,C|-|A,D|=]A,Cl|-|B, Q. (») + (%) ergibt

=|A, C|-|B,D].
Die folgende Ungleichung des Ptolemeus beinhaltet auch die Umkehrung des Satzes von
Ptolemeus. O

Die Ptolemeus'sche Ungleichung
Fir konvexe Vierecke ABCD gilt |A,D|-|B, C| + |A,B|-|C,D| > |A, C|-|B,D]|. Die
Gleichheit gilt genau dann, wenn das Viereck noch dazu ein Sehnenviereck ist.

G130

Beweis: In diesem Beweis wird der Satz von Ptolemeus noch einmal bewiesen, was nicht
schadet. Ausgehend vom Viereck ABCD drehen wir dieses um den Punkt B so weit, dass die
Gerade B'D' mit der Geraden AB (bereinstimmt und wir nehmen dann eine Streckung des
gedrehten Vieereckes mit Zentrum B vor, sodass A=D"' wird. Den Streckungsfaktor
bezeichnen wir mit k, sodassalso k- |B,D|=|B',D'| =|B, A| gilt. Nun sind die Dreiecke
ABC' unf DBC  &hnlich und daher gilt |A,B|:|A,C'"| =
|IB,D|:|C,D|,woraus |A,C'|=|A,B|-|C,D]|:|B,D| folgt. Weiters ist der Winkel
0 C'BC gleich dem 0 ABD und daher sind die Dreiecke C'BC und ABD ebenfalls
ahnlich. Daraus folgt |C',B|:|B,C|=]|A,B]|:|B,D|=k. Es folgt auch
|IB,C|:|C',C|=|B,D]|:|A,D| unddahergilt |C,C'|= |B,C|-|A,D]|:|B,D]|. Die
Dreiecksungleichung auf das Dreieck AC'C angewandt ergibt |A,C| < |A,C'| +
|IC',C|=]A,B|-|C,D|:|B,D||B,C|-|A,D]|:|B,D|. Bruchfrei gemacht bedeutet dies
|A,C|-|B,D|<|A,B|-|C,D|+|B,C|-|A,D]|. In dieser Folgerung aus der Drei-
ecksungleichung gilt die Gleichheit genau dann, wenn C' auf der Strecke AD liegt. In diesem
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Fall gilt 0 BAC=0BAC'=0BDC und aus dem Peripheriewinkelsatz folgt, dass genau in
diesem Fall dasViereck ABCD en Sehnenviereck ist. O

Bemerkung: Man kann vier Punkte D, A, B, C auf einer Geraden g als die Eckpunkte eines
Sehnenviereckes auf einem unendlich grossen Kreis g betrachten, und dabei sieht man, dass
auch in diesem Fall der Satz von Ptolemeus gilt,

A

G130

denn fur relle Zahlen D<A<B<C gilt (B-A)-(C-D)+(A-D)-(C-B)=B-C-
B-D-A-C+A-D+A-C-A-B-D-C+D-B=B-C+A-D-A-B-D-C=(B-D)-
(C-A).O

Eine interessante (und geniale) Veralgeme nerung des Satzes von Ptolemeus stellt der Satz von
Casey dar.

Satz von Casey: [

Sei eine Konfiguration von 5 Kreisen wie in der Skizze gegeben, sodal3 4 dieser Kreise «,
Ko, K3, K4 den funften Kreis « von aussen bertihren. Nach Casey gilt dann fir die Langen
tjc der gemeinsamen &usseren Tangenten der Kreise «; und x, die Beziehung

tio-t3g + Ugg - Iz =113 Tgp.

Beweis: Sei R der Radiusvon x und seien r; die Radien der Kreise ;. Wir bezeichnen
mit B; die Berlhrpunkte der Kreise «; mit dem Kreis «, mit z, die Entfernungen der
Mittelpunkte O; und O,, mit s, die Entfernungen der Berlhrpunkte B; und By von-
einander und mit ¢; die Winkel O O;00,. Aus dem Cosinussatz folgt s,2=R?+
R2-2-R-R-cos (gj) =2-R2- (1 - cos(g;) ). Also 1 - cos (g) = (§,2)/(2- R2).
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Ebenfalls mit dem Cosinussatz gewinnen wir z2=(R+r)2+ (R+r)2-2-(R+r,)-
(R+r)-cos(gy)=2-R2+2:-R-r;+2-R-r  +1,2+12—-2-R2-cos (g ) — 2-R-1; -
cos(eik)—2-R-rk-cos(eik)—2-ri-rk-cos(sik)zz-RZ-(1—cos(sik))+2-R-(ri+rk)
+r2+n2-2-R-(r;+r)-cos(gy) —2-1;-r.-cos(gy) =52+ 2-R- (r; + 1) -

(1 - COS(eik)) + 12+ 12— 2-1-1.-cos (g;). Mit Hilfe des Pythagorischen Lehrsatzes
bekommen wir t2=z32- (- n)2=g,2+ 2-R-(r; + r,) - (1 - cos (gjp) ) + 12+ n2 -
2-ri-rk-cos(eik)—ri2—rk2+2-ri-rk:§k2+2-R-(ri+rk)-(1—cos(eik))+2-ri-rk-
(1-cos(ep)) =52+ 2 (R-(r; + 1) + 11 ) - (1= cos (gjp) ) =52 + 2+ (R-

(1 + 1) + 11 ) - (521 (2-R2) = 5,2+ (R2+ R- (1; + 1) + 17 -1, )/R2. Bezeichnen wir nun den
Zahler des Bruches mit  Zj, :&f R2+ R-(r;+ r,) + ri-ry, so gilt aso t;, = sj,-
(V—Zlk)/R und tik'tjlz Sik'sjl . (mZ”)/RZ Nun ist Zik'Z“: (R2+ R- (ri + rk)
+1i-1) - (R2+R- (1 + 1) +1;-1) =R+ R3- (1; + 1)) + R2-15-1 + R3- (1, + 1)) + R2:

(T +n)-(G+r) + R-(G+10) 11 + R + R 4 1) 1R + 11 - =R+

R (i + e+ 14 10) + R (1 + G N+ G+ T+ e+ e 1) + R 11+ 11y

sl SR R (R (R OV R (R (R R ¢ def, Nikj df. N falls {i, j, k, I} ={1, 2, 3, 4}. Wir rechnen
daher ths-tyq+ tip-tas— tiz-tosa= (Sp3-Sia+ Si2-Sgs— Sia-Saa) - (V N)/R2=
[Ptolemeus! ]=0. O

Bemer kung: Tauscht man eine oder mehrere der ausseren Tangenten durch innere Tangenten
aus, so verlauft der Beweis vollig analog und das Resultat verandert sich nicht. Man kann sehr
leicht sehen, dass von dem Satz auch die Umkehrung gilt.

Der Seiten-Satz vom Tangentenviereck:

Ein konvexes Viereck ABCD ist genau dann ein Tangentenviereck, wenn die Summe gegen-
Uberliegender Seitenléngen gleichist, dlso a+c=b+d gilt.
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Bewels: Sei einmal ABCD ein Tangentenviereck.

Esist a=a; + &, b=Db; + by, c=c; + C,, d=d; + d,, und wegen a; =d,, b; =ay, ¢c;=Dh,,
d,=d, folgt a+c=a +a,+c;+Ccr,=a +by;+c;+d; und b+ d=Dby+ by, +
d;+d,=Db; +c,+d; +&.Esgiltalso a+ c=Db+ d. Sei nun zum anderen Mal ABCD ein
konvexes Viereck, fur welches beziiglich der Seitenlangen a+ c=b+d gilt.

A

Wir zeichnen einen Krels «, welcher drei Seiten, etwa a, b, d, von innen berthrt. Weiters soll
a> c, wiein der Skizze gelten. Wir zeichnen nun eine Parallele ¢' zur vierten Seite ¢, welche
den Kreis « tangiert. Das durch die Geraden a, b', c', d' begrenzte Viereck V' ist ein
Tangentenviereck, und daher gilt far die Langen seiner Seiten
a+c'=(y+a)+(c' +c,')=(by+b,')+ (dy+d;"). Schneidet nun der Kreisdie durch c
bestimmte Gerade nicht (wie in der Zeichnung), soist a+ c< a+ ¢' und
d+b>(b;+by')+ (dy+d;'). Also a+ c<b+d im Widerspruch zur Voraussetzung.
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Schneidet jedoch die durch ¢ bestimmte Gerade den Kreis in zwei Punkten, so ist
a+c>a+c' und d+b<(by+by')+ (dy+d;'), ds0 a+c>b+d imWiderspruch zur Vor-
aussetzung. Es kann also ¢ nur den Kreis berthren, und daher ist ABCD ein
Tangentenviereck. O

Der Zentriwinkel-Satz vom Tangentenvier eck
Esqilt (Skizze) o +y=180° und B + & = 180°.

G157

Beweis:. Bezeichne | den Inkreismittelpunkt. Kongruent sind jeweils die rechtwinkeligen
Dreiecke

AIA'" mit AIB', BIB' mit BIC', CIC' mit CID', DID' mit DIA".
Und wir haben

O AIA'=0 AIB', 0 BIB'=0 BIC',

OCIC'=0 CID',0 DID'=0 DIA".
Daher ist

OAIA'"+0DIA'+0BIC'+0 CIC'=

0 AIB'+0BIB'+0 CID'+ 0 DID', dso

o+pB=y+0.
Wegen o+ +v +8=360° folgt oo + 3=y +8=180°0. O

Der Durchmessersatz
Der Sinus eines Dreieckswinkelsist gleich dem Quotienten von Gegenseite durch Durchmesser
des Umkreises.

Andere Formulierung: Der Durchmesser des Umkreises eines Dreieckesist gleich
a

“sn(a)’
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Beweis: Aus dem Peripheriewinkelsatz beztuglich der Sehne a folgt: Ist o en spitzer
Winkel, soist ¢ =a. Ist o einstumpfer Winkel, soist ¢ =n — o. Das Dreieck BCG st
rechtwinklig bel B [Thaleskreis]. Daraus folgt sin(¢)=ald. Weitersist sin(a) =
sn(r—o)=8n(p).0

Der Sinussatz

Fir jedes Dreleck gilt a:sin(a)=Db:sin(f)=c:sin(y)=2R=d= Durchmesser des Um-
kreises. Andere Formulierung: a:b:c=sin(a):sin(B):sin(y). Der Satz folgt unmittelbar
aus dem Durchmessersatz. O

Der Umkreis eines Dreieckes

Sind A, B, C die Eckpunkte eines Dreieckes, so liegen auf der Seitensymmetrale o ale
Punkte der Ebene, welchevon A und von B den gleichen Abstand haben. Auf der Seiten-
symmetrale o, liegen alle Punkte, welchevon B und C den gleichen Abstand haben.

G083
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Dadie Seiten ¢ und a nicht parallel sind, sind auch die Seitensymmetralen c. und o, dieja
senkrecht auf den entsprechenden Seiten stehen, ebenfalls nicht parallel und schneiden sich
daher in eéinem Punkt U, fur welchen einerseits |U, A| =|U, B| und andererseits |U,
B|=|U, C| gilt. Somit gilt |U, A| =]|U, C| was wiederum bedeutet, dass U auf der
Seitensymmetralen sz liegt, welche ja alle Punkte enthélt, dievon A und C gleich weit
entfernt sind. Daher schneiden sich o, o, o, in U. Offensichtlich ist U der
Umkrei smittel punkt des Dreieckes.

Der Flacheninhalt eines Dreieckes

Falls das Dreieck eine Ecke im Ursprung hat, dann gehen wir vollkommen elementar so vor:

A

B= (X2 ¥2)

A=(Xg, Y1)

A 1

O O =
<— X9 —>
I — O] G049

(*)  Fpreek (O, A, B) =Flpgexk (O, B,B") + FlTrapez (B,B',A'A) -
_FlDreieck (O,AI,A):
=3 %Yot 3 (Y1 +Yp) (X = Xp) = 3 X-Y1= 7+ (X1-Yo = Xp-Y1).
Das Dreieck OAB wird in dieser Zeichnung im mathematisch positiven Sinn ( = Ge-
genuhrzeigersinn) durchlaufen. Vertauschen wir die Rolle der Punkte A und B, so wird
OBA im mathematisch negativen Sinn ( = Uhrzeigersinn) durchlaufen. Dabei andert sich in
(*) dasVorzeichen, sodassalso Flpgeck (O, A, B) = — Flpigeck (O, B, A) gilt. Esware nun
zu frih, durch die Verwendung des Absolutbetrages zu erzwingen, dass beide Flacheninhalte
positiv sind.
Ist das Dreieck A'B'C' in beliebiger Lage, so verschieben wir das Dreieck mit dem Punkt A
in den Ursprung, damit wir wieder die Formel (+) anwenden konnen. Dannistaso O=A" -
A', A=B'-A', B=C' - A" oder, wenn wir A'= (x4, y;), B' =
(X5, ¥2), C' = (X3, y3) haben, sowird A= (X, —Xq,¥,-Y1) und B=(X3— X, Y3— Y1),
und diesindie Formel (+) eingesetzt ergibt
(#)  HFprgek (A", B/, C'):%'((Xz—xl)'(%—h) - (X3—X1)'(Y2—Y1)):
3 ((Xl'YZ = X2-Y1) + (X2 Y3 X3:Y2) + (X3-y; — X1'Y3))-
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Man beachte, dass der zweite Summand und der dritte Summand jeweils entstehen, wenn man
die Indizes zyklisch vertauscht: 1 2 3 1. Diesist auch auf der elementaren Stufe
des Versténdnisses wichtig, well hier Schreib- oder Rechenfehler entdeckt werden kénnen. Die
Vertauschung zweier der drei Punkte andert wieder den Durchlaufsinn des Dreieckes und das
Vorzeichen des Flacheninhaltes. Wir kdnnen nun die Formel (%) in Determinantenform

schreiben
(1) FIDreieck(A',B',C'):%_(Det (xl y1)+Det (xZ Y2\ | o (x3 yg))'
X2 Y2 X3 Y3 X1 Y1
Nun formen wir um zu einer einzigen Determinante
Xp yp 1
(2)  Flpeeek (A',B',C")=%-Det| x, y, 1].
X3 ¥ 1

Aus den folgenden Skizzen lesen wir ab, dass ein Dreieck mit der Grundlinie g und der Hohe
h den halben Flacheninhalt eines Rechteckes mit der Lange g und der Breite h hat.
Fall 1: Das Dreieck ist spitzwinkelig.

C

o R o]

AC g: JB o

Fall 2: Das Dreieck ist stumpfwinkelig.

E G F C D

(04
A g B G049

Flpreieck (A, B, C) =% - Flpaaiaogramm (As B, C, D) = % - Flgecpieck (A, B, E, F). Demnach ist
(3) Flporeieck (A, B, C) =g-h/2. Nunist g=c und h=sin (o) b, sodasswir zu
(4) Flpreeck (A, B, C)= c-b-sin(a)/2 kommen.
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Nun stellen wir das Dreieck in einer speziellen Polarkoordinaten-Form dar.

‘ (r,0)=A

G049

Dabel ist das Dreieck in drei Teildreiecke, welche jeweils einen Eckpunkt im Ursprung haben,
zerlegt, und der Umkreisradius R ist jewellsdie Langevon 2 Seiten. Mit der Flachenformel
(4) rechnen wir

(5)  Flprgeck (A, B,C) =% -r-1-5in (@) + T -r-1-85in (9, — ¢1) + 5 -r-r-sin (360 -
@) = (r22) - (sin (91) + Sin (¢ — 1) + SN (360 — 9,) ) = [Additionstheorem] =
=(r212) - (sin (1) + SN () -€OS (97) — €OS () SN (1) — SN () ) = -+ =

=2-12.|sin (91/2) -Sin (92/2) -sin (91 ~ 9)/2) .

Wichtig ist die Heronsche Formel fur den Flécheninhalt eines Dreieckes, von dem man die
Seitenlangen a, b, ¢ kennt. Man definiert s= % - (a+ b+ ¢) =haber Umfang des Dreieckes
und hat dann
(6) Flpgek=V S (s—a-(s—b)-(s-o0).
Beweis: Mit dem Cosinussatz bekommen wir ¢2= a2+ b2 - 2ab-cos(y), aso
cos (y)=(a2+ b2 - c2)/(2-a-b). Weiters bereiten wir vor 4-a2-b2 — (a2 + b2 — c2)2= —
(@+mR-c2)2-4.2.P)=-((a-b)2-2-2- (@+2)2+c*)= - (((a+ b)2 - 2)((a-
b)2-c?)]=-(a+b+c)-(a+b-c)-(a-b+c)-(a-b-c)=16-s-(s-a)-(s—b)-(s—0¢).In
dieFormel (4) eingesetzt, gilt also
Flordesk =3 -@-b-sin(y)=%-a-b-JI-co (y) =
:L.a,b,_\/‘*'a"["_ T2 + b2 — ¢2)? :_\/4~a4-04— ef +b2—c?)2

2 4.22-b? 16
=v/s-(s—a)-(s—-b)-(s-c).O
Offensichtlich verwandt dazu ist eine Flachenformel fir Sehnenvierecke von Brahmagupta
(Hindu-Mathematiker und Astronom 598-668). Hat ein Sehnenviereck die Seitenlangen a, b,
c,d undist wieder s=+-(a+b+c+d) der halbe Umfang des Sehnenviereckes, so ist der
Flacheninhalt des Sehnenviereckes gleich
(7)  Fsehnenviereck =V S-(s—a)-(s—-b)-(s-c)-(s-d).O
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Mit u= 2-s= Umfang des Dreieckes mit den Seiten a, b, ¢ rechnen wir weiter
Hprgead=S-(s—a)-(s-b)-(s-c)/l6=(a+b+c)-(-a+b+c)-(a-b+c)-(a+b-
0)16=2- (-2 + & -2+ 2-c2)/16 — (& + b* + c4) = ((a+ b)2 - 2) - (2 - (a-b)2)/
16=u-(u-2a)-(u—-2b)-(u- 2c)/16, dso mit 2-R=alsin(x) = --- folgt jetzt
Flprseck=2-R2-sin(a)-sin(B)-sin(y)=a-b-cd/(4-R)=r-s.O

Satz: Sei ABC ein Dreieck und sei D ein Punkt, von dem aus die Lote auf die drel Sei-
ten(geraden) des Dreieckes gezogen werden. Die Fusspunkte der L ote liegen genau dann auf
einer Geraden (Simson/Wallace-Gerade), wenn der Punkt D auf dem Umkreis des
Dreieckes liegt. (Robert Simson 1687-1768, William Wallace 1768-1843).

Beweis:

G053

Die Fusspunkte der Lote durch D auf die Seiten heissen E, F, G. Die Vierecke DEBG und
DFCG sind Sehnenvierecke. Aus dem ersten folgt mit dem Peripheriewinkel satz:

(*) w(DGE)=w(DBE). Ausdem zweiten folgt analog

() w(DCA)=w(DCF)=w(DGF). Also w(DGE) =[(*)]=w(DBE) =
w(DBA) =[Umkehr der Richtung] = —w(ABD ) =[Peripheriewinkel bezlglich des
Umkreises] = —w(ACD) =[Umkehr der Richtung] =w(DCA) =[(%)]=w(DGF).
Also w(DGE) =w(DGF). Diesist nur moglich, wenn E, F, G auf einer Geraden liegen. O
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Die vier merkwirdigen Punkte eines Dreieckes
Das Wort "merkwdrdig" bezieht sich auf die Schulgeometrie. Es handelt sich um: Um-
kreismittel punkt, Inkreismittel punkt, Schwerpunkt und Hoéhenschnittpunkt.

Der Umkreismittelpunkt eines Dreieckes
Ist ein Dreieck ABC gegeben, so ist die Seitensymmetrale s,z der Ort aler Punkte, welche

von A und von B gleichen Abstand haben. Analog ist die Seitensymmetrale sz der Ort
aler Punkte, welche von B und C gleichen Abstand haben. Somit ist der Schnittpunkt U
von Spyg und sgc der Punkt, welcher sowohl von A alsauch von B asauchvon C
gleichen Abstand hat. Damit geht die Seitensymmetrale s,c, welche jader Ort aler Punkte ist,
welchevon A und C gleichen Abstand haben auch durch U.

G083

Der Hohenschnittpunkt eines Dreieckes

Sind A, B, C die Eckpunkte eines Dreieckes, so betrachten wir die Geraden g, durch A
parallel zu a, g, durch B paralel zu b und g, durch C paralel zu c. Diese Geraden
schneiden sich in Punkten A', B', C' eines Dreieckes, dessen Seiten a', b', ¢’ Abschnitte
der Geraden g, 9y, 9. Sind.

Die Dreiecke ABC', AB'C und ABC' sindzu ABC konkruent.

Die Seitensymmetralen o, o, o, desDreieckes A', B', C' sind gleichzeitig die Hohenlinien
des Dreieckes A, B, C und sie schneiden sich im Umkreismittelpunkt U' des Dreieckes A',
B', C'. Daherist U' der Schnittpunkt H der Hohen des Dreieckes A, B, C.
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G083

Der Flachenschwerpunkt eines Dreieckes
Die Verbindungsgeraden S,, S,, S; der Eckpunkte A, B, C mit den entsprechenden
Seitenmittlelpunkten M, M, M. eines Dreieckes heissen die Schwer linien.

Satz: In jedem Dreieck schneiden sich die Schwerlinien in einem Punkt S (Schwerpunkt)
und teilen sich dabel gegenseitig im Verhdltnis 1: 2.

A

G101

Beweis: Wir zeichnen die Mittelpunkte M, und My der Seiten a bzw. b. Nach der
Umkehrung des 1.Strahlensatzes mit Zentrum C ist die Strecke MM, paralel zur Strecke
AB und halb so lang wie diese. Nun zeichnen wir S,=AM, und S,=BM, und wir
markieren S als Schnitt von S, mit S,.
Nun gilt nach dem zweiten Strahlensatz

IMp, Mgl 1 IM,, S| =B, Al |A, S, aso

M, S| |A, S| =My, M| 1 |B, Al =1:2.
Dies bedeutet, dass die Schwerlinie S, die Schwerlinie S, im Verhéltnis 1: 2 teilt.
Da analog auch die Schwerlinie S. die Schwerlinie S; im Verhaltnis 1: 2 teilt, muss der
Teilungspunkt auf S, derselbe, namlich wieder S sein. Somit geht auch S, durch S. O
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Aufgabe: Gegeben sind die Koordinaten A = (&, &), B= (b, b,), C=(cy, c,) der Eck-
punkte eines Dreieckes. Gesucht sind die Koordinaten S=(s;, s,) des Schwerpunktes.

C

A y G101

M B

Losung: Bezeichne M = (m;, m,) den Mittelpunkt der Seite AB. Dann gilt
S=A+(M-A)+(S-M).

Nun ist
M=(A+B)2und S-M=(C-M)/3.

Dies eingesetzt ergibt
S=(A+B+0C)/3.O

Aufgabe: Gegeben sind die Schwerlinien eines Dreieckes. Konstruiere das Dreieck.

L 6sung: Man fugt zum Dreieck ABC noch einmal dieses Dreieck als Dreieck BA'C laut
Skizze an. Dann kann man das Dreieck CSS' konstruieren und zur Gesamtfigur erganzen.

Der Inkreismittelpunkt

Die Winkelsymmetralen an den Spitzen A, B, C eines Dreieckes sind der Ort aller Punkte,
welche von den entsprechenden Seitengeraden gleichen Abstand haben. Daher ist der Beweis
fur den Schnitt der Winkelsymmetralen in einem einzigen Punkt, dem Inkreismittel punkt |,
formal gleich zu fuhren, wie fur den Umkreismittelpunkt. Also: Wir zeichnen die
Winkelsymmetralen w,,, wg, w,. Auf w, befinden sich alle Punkte welche von den Seiten b
und ¢ denselben Abstand haben. Auf w; befinden sich alle Punkte welche von den Seiten a
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und ¢ denselben Abstand haben. Auf w,, befinden sich alle Punkte welche von den Seiten a
und b denselben Abstand haben. Der Schnittpunkt | von w,, und wj ist somit ein Punkt,
der von a b, ¢ denselben Abstand hat und dieser Punkt | liegt daher auf w, . Dies bedeutet
aber, dass sich die Winkelsymmetralen im Punkt | schneiden.

Achtung: Die Berthrpunkte des Inkreises sind im Allgemeinen nicht die Schnittpunkte der
Winkelsymmetralen mit den entsprechenden Seiten.

Mit dem Geodreieck kdnnen auf der Tafel sehr rasch die Winkelsymmetralen gewonnen
werden:

Die Symmetralen der Aussenwinkel schneiden sich in den Ankreismittelpunkten A4, A,,
As.

R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil2 27. August 1956



166

G046

Satz: Der Radius des Inkreises eines Dreieckes ABC mit Seitenldngen a, b, ¢ und
Semiperimeter s= (a+b+c¢)/2 betragt p=2-H (ABC)/(a+b+c¢)=
V(s-a-(s-b)-(s-¢)
S :

Beweis. Wir zerlegen das Dreieck ABC indie 3 Dreiecke 1AB, IBC, ICA, welche dle die
Hohe p haben.

B C

G127

Esfolgt Fl (ABC)=a-p/2+b-p/l2+c-p/l2=(a+b+ ) -p/2=s-p. Mit Hilfe der Heronschen
Flachenformel bekommen wir
_V(s—a)-(s-Db)-(s-0)
p= S .0

Ubung: Zeigen Sie, dass der Radius des Inkreises gleich

o= a+g+c tan (a/2) -tan (BI2) -tan (y/2) =
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=(s—a)-tan(c/2)=(s—-b) -tan (B/2) =(s—c)-tan (y/2)=
_ a-sin(oc/2)-sin(y/2):

cos (a/2) IS

Die Winkelsymmetralen schneiden auf den Seiten des Dreieckes die Punkte A", B*, C" aus.
(Achtung: Dies sind nicht die Berhrpunkte des Inkreises!)

A

G046

Fir sie gilt die Beziehung |B, C|:|B, A|=|B*, C|:|B*, Al|, |C, A|:|C, B| =
|C*, Al :|C", B, |A, B|:|A, C|=]|A", B|:|A", C|.
Diesist der

Satz von der inneren Winkelhalbierenden:
Eine innere Winkelhalbierende eines Dreieckes ABC teilt die Gegenseite im Verhdtnis der
anliegenden Seiten.

A

G107

Beweis: Wir ergéanzen die Figur laut Skizze. Dann lesen wir
() |C,B|=|C, E| ab. Der Strahlensatz liefert |A, C|:|C, E|=|A, D|:|D, B| aso
mit () |A,C|:|C,B|=]|A,D|:|D,B|.O
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Die Eulergerade des Dreieckes

Satz: Der Hohenschnittpunkt H, der Umkreismittelpunkt U und der Schwerpunkt S eines
jeden Dreieckes liegen auf einer Geraden (Eulergerade e) [Leonhard Euler 1707-1783].
Eselsbricke: Jan HUS geb.1370 war ein bomischer Reformator, der gegen Kirche und
Kaiser standhaft blieb und am 6.7.1415 beim Konzil von Konstanz auf dem Scheiterhaufen
liquidiert wurde, obwohl ihm freies Geleit zugesichert war. Seitdem ist er bohmischer Martyrer
und Nationalheld.

G083

Beweis. Die Mittelpunkte A', B', C' der Seiten a, b, ¢ des Dreieckes ABC ergeben ein
halb so grosses Dreieck ( = Mittendreieck) wie esdas grosse Dreieck ABC ist. Die beiden
Dreiecke gehen durch eine zentrische Ahnlichkeit auseinander vor, wobei die Schwerlinien des
grossen Dreieckes Ahnlichkeitsstrahlen sind und somit der Schwerpunkt S des grossen
Dreieckes das Ahnlichkeitszentrum ist. Wir wissen bereits, dass die Hohen des kleinen
Dreieckes sich im Umkrei smittel punkt des grossen Dreieckes schneiden. Esistadso U=H'=
Hohenschnittpunkt des kleinen Dreieckes. Der Ahnlichkeitsstrahl e durch das
Ahnlichkeitszentrum S verbindet H mit H'. Damit liegen H, U, S auf einer Geraden,
namlich e. Wir sehen weiters, dass der Schwerpunkt die Strecke HU im Verhdltnis 2:1
teillt. O

Der Feuerbachsche 9-Punktekreis eines Dreieckes
[Karl Wilhelm Feuerbach 1800-1834] Wir kdnnen ohne Beschrénkung der Allgemeinheit
annehmen, dass das Dreieck die Eckpunkte A=(-4a, 0),B= (b, 0), C=(0, c) hat. Die
Seitenmittelpunkte haben dann die Form M,= (B + C)/2= (b/2, c/2), M=
(C+A)2=(cl2,al2), M.= (A + B)/2=(al2, b/2). Der Kreis kg (=Feuerbachkreis) durch
die Seitenmittelpunkte M, My, M, wird durch die Gleichung

X2+y2+ (a—b)-x/2— (db+c2)-y/(2-¢c)=0 beschrieben (Einsetzen!).
Der Hohenfusspunkt H,. ist gleich dem Ursprung. Da die konstanten Glieder in der Gleichung
fehlen, liegt H, auf dem Kreis «g. Wahlt man die Koordinaten so, dass H, der Ursprung ist,
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dann fehlen ebenfalls die konstanten Glieder. Somit liegt H, ebenfalls auf dem Kreis «.
Analog fur Hy,.

C=(0,0)

A=(-a0) O.;.HC B=(b,0) Go72

Nun berechnen wir noch den zweiten Schnittpunkt S, des Feuerbachkreises kg mit der Hohe
h. (welchebel unsdie y-Achseist). An der Gleichung kdnnen wir ablesen, dass dieser gleich
S.= (0, (ab+ c2)/2-c) ist. Wir zeigen schliesdich, dass S, die Streckevon H nach C
halbiert. Dazu verwenden wir das dreimalige Auftreten des Winkels o laut Skizze. Es folgt
Dreieck Hy, B, A dhnlich Dreieck O, C, A &hnlich Dreieck H,, H, C. Daher ist |H,,
Al:(a+b)=a:va2+ b2, aso |H,, Al =(a+ b)-a:  &+b2
Nun ist |H, C|: (V&@+-(a+h)-a:y&+h2)=VaZ+ b2:¢c, adso |H, C|=(c2-
a-b)/c. Somit folgt |H,C|/2=c/2—-a-b/(2-c) unddaher c— |H, C| =(ab+ c2)/(2-¢c)
=y-Komponente von S.. Fir S, und S, gilt Analoges. Somit geht der Feuerbachkreis
durchdie 9 Punkte M, My, M Hy, Hy, He, S, S, Si. Man kann noch wei ter zeigen, dass
der Mittelpunkt Z des Feuerbachkreises auf der Eulergeraden liegt und dass der
Feuerbachkreis den Inkreis und die drei Ankreise des Dreieckes bertihrt.

Der Feuerbachpunkt

Satz von Feuerbach: Der Feuerbachsche 9-Punktekreis beriihrt den Inkreisin einem Punkt,
dem sogenannten Feuer bachpunkt F. Er bertihrt aber auch die drei Ankreisein Punkten F,,
Fo, Fe.
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Es gibt Uber 200 erforschte merkwirdige Punkte des Dreieckes. Diese Forschungen sind
durchwegs jingeren Datums.

Das Wittenbauer-Parallelogramm [

G108

Geht man von einem beliebigen Viereck ABCD aus und drittelt man seine Seiten und verbindet
man die Drittelpunkte A', A" sowie B', B" sowie C',C" sowie D', D", so entsteht das
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sogenannte Wittenbauer-Parallelogramm  UVWX, welches man mit Hilfe des
Strahlensatzes als seitenparallel zum Varignon-Parallelogramm erkennt.

Der Flachenschwerpunkt eines konvexen Vierecks

Der Mittel punkt des Wittenbauer-Parallelogramms ist gleich dem Schwerpunkt des urspriing-
lichen Viereckes ABCD. Das sieht man so: Wir zerlegen das Viereck in zwei Teildreiecke
ABD und BCD. Der Schwerpunkt des Telldreieckes ABD liegt auf der Verbindungsstrecke
D"B' undist der Mittelpunkt S; dieser Strecke. Analog: Der Schwerpunkt des Teildreieckes
BCD liegt auf der Verbindungsstrecke D'B" und ist der Mittelpunkt S, dieser Strecke.
Somit liegt der Schwerpunkt des gesamten Viereckes auf der Verbindungsgerade m von S;
mit S,. Diese Verbindungsgerade ist aber auch die Verbindung der Seitenmittlel punkte M4
von UV mit M, von WX. Somit liegt auch der Schwerpunkt S von UVWX auf dieser
Geraden m. Analog schliesst man fur die Zerlegung in die Telldreiecke ABC und DAC von
UVWX. O

Die Realisierung der Ebene als Gausssche Zahlenebene C ={x+i-y: X, ye R}.
Die Addition komlexer Zahlen entspricht der Vektoraddition in R2. Die Multiplikation einer
komplexen Zahl mit der n-ten Einheitswurzel {,=exp (i-2-n/n) entspricht einer Drehung um
den Ursprung um den Winkel 2-r/n.

A c
i~y

G125

Ein gleichseitiges Dreieck ABC in C hat mit {3 & © die Eigenschaften ¢= (B - A),
a=(C-B),b=(A-C) und cco=a aw=Db,b-o=c. Wegen 0=c+ a+ b=
c+c-w+c-w?=c-(1+w+w?2), habenwir 1+ w + »w2=0. Der Multiplikation mit der dritten
Einheitswurzel o =exp (i-2-n/3) entspricht eine Drehung um 120° gegen den
Uhrzeigersinn, also im mathematisch positiven Sinn.

Satz: DiePunkte O, A, B € C sind genau dann die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreieckes,
wenn A +®-B=0.
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- B G125

Beweis: Siehe Skizze. O

Satz: Punkte A, B, Ce C sind genau dann die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreieckes in
C,wenn A + ®-B + »2-C=0 gilt.

Beweis. Esist a=C—-B,b=A -C,c=B - A. DasDreieck A, B, C ist genau dann gleich-
schenkelig, wenn a=a, b=a-w, c=a-w2. Geltenuneinmal a=a, b=a-w, c=a-w?2, dann
folgt A+ B+ 0w2-C=A+0-(A+c)+w2-(A+c+a=A+o-(A+
an?)+o?-(A+anl+a)=A+0-A+w2-A)+@o3+ao+awn?)=0+0=0.

Es habe nun zum anderen Mal das Dreieck A, B, C die Eigenschaft A+ o -B + w2-C
=0. Dannist das Dreieck mit den Ecken A'=A -A,B'=B - A,C'=C - A kongruent zum
Dreieck ABC,undesgiltauch A'+ow-B'+ w2-C'=A-A+0-B-w-A+w2-C-
w2-A=A+0-B+w2-C-(A+w-A+n2-A)=0.Daaber A'=0,folgt v-B' + ®2-C'
=0, und weill o=+ 0, folgt B' + o -C' =0, was bedeutet, dass mit A' =0 das Dreieck
A'B'C' gleichschenkdigist. O

Beispiel (Alexander Bogomolny 1966): Seien AB,C, (i=1, 2, 3) drei gleichseitige
Dreiecke, welche den Punkt C; gemeinsam haben. Weiters seien U= (A;+ B;)/2,
V= (A, +B3)/2, W= (A, + B,)/2 die Mittel punkte der beschriebenen Eckverbindungen. Dann
gilt: DasDreieck UVW st gleichschenkelig.

Beweis: Sei die Ebene durch C reprasentiert und o =exp (i-2-n/3). Wir legen den Ur-
sprung O und den gemeinsamen Punkt C; zusammen. Dadie Dreiecke A;B;C; gleichschen-
kelig sind, gilt
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By

Wir haben zu zeigen, dass U+ o -V + ®2-W =0, as0 A3+ B;+ o-(A,+ Bg) + 0?-
(A1 + B,) =0 gilt. Wir benutzen nun die Beziehung (*), um die A; zu eliminieren. So
bekommenwir A3+ B+ - (Ay+B3) + 02- (A1 +B)=-w-B3+Bi+w-(~w-By,+Bjy)
+02 (—0-B;+By)=[w3=1]=-0-B3+B; —w?-B,+©®-B;—B; + ®2-B,=0.0

Der Satz von Napoleon

Geht man von einem beliebigen Dreieck ABC aus und errichtet man Uber den Seiten a, b, c
gleichseitige Dreiecke, so bilden deren Mittelpunkte Nq, N,, N3 wieder ein gleichseitiges
Dreieck.

Beweis: Ein beliebter Bewel's dieses Satzes verwendet die Interpretation des R2 as die kom-
plexe Zahlenebene C und die dritte Einheitswurzel o = €i2%/3, fir welche 1+ o +
®2=0 und welche als Faktor in «-U den anderen Faktor U um 60° dreht. Seien A', B',
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C' die Spitzen der gleichseitigen Dreiecke tGber a, b, c. Dannist C'=B + (A —
B)-w und N3=1-(A+B+C')=%1-(A+B+B+(A-B)-o)=%-(A-(1+0)+
B-(2-®)). Andogist N;=4-(B-(1+®)+C-(2-®)) und N,=1-(C-(1+ ) +
A-(2- 03)). Nun missen wir nur noch N3=N; + (N, — N)-© zeigen, was aber durch
Einsetzen und mit 2= -1- o leichtfolgt. O

Der kleine Napoleon

G038

P14

Dieser Satz behandelt einen Spezialfall des Satzes von Napoleon. Das Dreieck ABC dege-
neriert hier zu einer Strecke AC mit A= P;, B=Pg, C= Py, a= PgP;1, b = P4;Py,
c= P;Pg. Hier behauptet der "kleine Napoleon”, dass die Punkte P,, Py, P; die Eckpunkte
eines gleichseitigen Dreieckes sind. Dies kann man aber direkt aus der eingezei chneten Figur

mit den dunklen Dreiecken ablesen. O
Van Aubel’s Satz Uiber Vierecke:
Zeichnet man an die 4 Seiten eines konvexen Viereckes Quadrate, so sind die Strecken von

einem ihrer Mittelpunkte M4, M5, M3, M, zum Mittelpunkt des gegentiberliegenden Quadrates
gleich lang und stehen aufeinander senkrecht.
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Beweis: Auch dieser Satz kann elegant mit Hilfe komplexer Zahlen bewiesen werden. Seien
wiein der Skizze die Eckpunkte des allgemeinen Viereckes gleich w, X, y, z. Die Mittelpunkte
der Vierecksseiten sind dann (w + x)/2, (X +y)/2, (y + 2)/2, (z+ w)/2. Die Seiten-V ektoren
der Vierecksseitensind w — x, x -y, y — z, z—w. Die Multiplikation mit i dreht diese Seiten-
Vektoren im Gegenuhrzeigersinn um 900. Daher st M; =
(X+Y)2+i-(X=y)2,My=(W+X)2+1-(W=X)2), Mag=(Z+W)/2+1-Z—W)/2, M,
=(y+2)2+i-y-2)/2. Esfolgt M| —M3=(X+y-z2-W)2+i-(X=-y—-2Z+W)/2, M, —
My=W+X-y-=2)2+i-(W-X-Yy+2)/2.Nunist i-(My,-My)=(-W+X+Yy-2)/2+
I-(W+X-y—-2)/2=M;-M,.O

Spezialfalle des Van-Aubel-Satzes:

o o) G099 G099

Man kann die Viereckspunkte so anordnen, dass sie auf einer Geraden liegen und damit eine
Strecke entsteht, oder so, dass zwei benachbarte Viereckspunkte zusammen fallen und damit
ein Dreieck entsteht.
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Das Ajima-Malfattiproblem

Gegebenist ein Dreieck ABC. Gesucht sind drei Kreise[ = Malfatti-Kreise] 4, &, R
innerhalb des Dreieckes, welche sich paarweise bertihren und welche auch das Dreieck an
jeweils zwei Stellen berthren.

Das Problem des Auffindens der Malfatti-Kreise wurde von dem japanischen Tempel geometer
Chokuen Ajima (1732-1798) und dem italienischen Geometer Gian Francesco Malfatti (geb.
1731in Ala- Trento, gest. 1807 Ferrara) unabhéngig voneinander gestellt.

Vom Malfatti-Problem sind viele Verallgemeinerungen untersucht worden. Die Beweise sind
aber meistens nicht gerade einfach.

Losung des Malfatti-Problems mittels Rechnung

[ Schellbach, Crelles Journal Bd 45, Dorrie, Triumph der Mathematik ]

G044

] > bl >‘

Die Langen der Dreiecksseiten bezeichnen wir mit a, b, ¢, die Mittelpunkte der Malfattikreise
mit P, Q, R und die Radien der Malfattikreise mit p, g, r, den Inkreis des Dreieckes ABC
mit §, seinen Mittelpunkt mit J und seinen Radius mit p. Die Langen der
Tangentenabschnitte von den Eckpunkten A, B, C an die Malfattikrei se bezeichnen wir mit u,
v, w, und die Langen der Tangentenabschnitte von den Eckpunkten A, B, C an den Inkreis
mit &, by, ¢;. Wiegewohnlichsa s:&f (a+ b+ c)/2. Nunist
a=b; +cy,b=c;+a und c=g + b;. Darausfolgt

(*) &=s-ab;=s-bc,=s-c

Die Punkte P und J liegen auf der Winkelhalbierenden beim Eckpunkt A und mit dem
Strahlensatz konnen wir daher p:p =u:a; herleiten. Somit ist

()  p=" -u undanaog bekommt man q= - -v.
a by
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Die Malfattikreise P und £ berlhren die Seite ¢ des Dreieckes ABC in Punkten U bzw.

V. Wir berechnen nun t -2 |U, V| mit Hilfe des rechtwinkeligen Dreieckes PQF, wobei F

der Fusspunkt des Lotes von P aus auf die Strecke QV sei. Esfolgt also |P, Q|2=|P,

F|2+ |F, Q|2 oder (p+q)2=t2+ (q— p)2. Daherist
C=(p+9?-(@-pP=p+2-p-q+F -p?+2-p-q-F=4-p-q

und wir bekommen fir t den Wert t=2-+/ p-g. Nun bekommen wir weiter mit (%)

a-bi-cp . —/c
t=2. ;7 Q v und welil pZ% ist t:2-\/;-VTJ-v.

. —/c
Nunist |A, B|=c:u+t+v:C=u+v+2~'\/Sl Y u-v.
Analog leitet man

|B,C|=a=v+w+2-'\/il -/ v-w und

C,A|:b:w+u+2-'\/t;1-7_w-u her.

O.B.d.A. kdnnen wir s=1 annehmen und haben dann bruchfrei
(%) a=v+w+2-Va -Jv-Vyw,
b=w+u+2-/b; -vVw-/u,
c=u+v+2-/c - uv.
Nun substituiert man
(S) a=sin?2(A),b=sn2(u),c=sn2(v),u=sin2(y),v=snZ(¢),w=sn2(y),
wobei man voraussetzen darf, dass die entsprechenden Winkel spitz sind.
Esfolgt mit (*):
co? (M) =1-a=s-a=a,
co (u)=1-b=s-b=b,,
cos? (v)=1-a=s-c=c;.
Daher kdnnenwir (%) umformenin
(oo s (L) =sin?(p) +sM (x) +2-cos(L)-sin(¢)-sin (y),
sn? (W) =sin? () + sin? (y) + 2-cos(u) -sin () -sin (y),
sSn2 (v)=9m (y) +sn?(p) +2-cos(v)-sn(y)-sin ().
Wir betrachten nun ein Dreieck A, fur das die Masse zweier Winkel die Werte ¢ bzw. y
annehmen und das einen Umkreisradius mit der Lange R= 1 hat. Der dritte Winkel hat dann
dasMass 180 — ¢ —x &I 180 — 2 4. A* wobel 1= (p+X der Aussenwinkel bei der Ecke,
welche ¢ und y nicht anllegt, Ist.
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Sin(,l)

Der Sinussatz lautet a':sin(a')=b':sin(B')=c':sin(y') =2R'=1=Durchmesser des
Umkreises. Das bedeutet, dass die Seiten des Dreieckes A gleich sin(¢), sin(y) und
sn(180—-¢ —y)=sn (¢ +y)=sn (1) sind. Der Cosinussatz, angewandt auf das Dreieck A,
liefert sin2 (L) =sin2(p) +sin2(y) +2-cos(1)-sin(¢)-sin(y), und dasist gerade die erste
der Gleichung von (i%). Darausfolgt asoin (%), dass A =¢ + x. Analog kénnen wir die
beiden weiteren Gleichungen von (3%) beurteilen, und kommen so zu pu =y + vy, und
v =1y + ¢. Filhren wir noch den Winkel ¢ &f: (A + B + u)/2 ein, so bekommt unser Resultat
dieForm y =6 - A, 9=0 — u, x =c — v. Die Konstruktion der Malfattikreise kann aso so
geschehen:

(1) Ausgehend von den Seiten a, b, ¢ des urspringlichen Dreieckes konstruieren wir die
Winkel A, u, v. Diesgelingt wegen (S).

(2) Dann konstruieren wir ¢ und damit , o, .

(3) Dannkonstruieren wir sin2 (y), sin? (¢ ), sin () und somit haben wir u, v, w. O

Baryzentrische und orthogonal trilineare Dreieckskoordinaten
Gegeben sei ein Dreieck A, B, Ce R2. Istnun Pe R2 ein beliebiger Punkt innerhalb oder
am Rand des Dreieckes, so betrachten wir die Flacheninhalte der Dreiecke ABP, BCP, CAP.
Dies sind drei reelle Zahlen Fl (ABP), FI (BCP), FI (CAP) >0 und es gilt
FI (ABP) + H (BCP) + Fl (CAP) > 0. Jedes Tripel

(A-FI (ABP), 1. -FI (BCP), A -Fl (CAP)) mit A =0
heisst ein baryzentrisches Koordinatentrippel von P beziglich des Dreieckes
ABC. Wahit man o -2 (FI (ABP) + FI (BCP) + FI (CAP)) %, so heisst

(Ao FI (ABP), Ay-FI (BCP), Ao+ FI (CAP))
das normierte baryzentrische Koordinatentrippel von P beziglich des Dreieckes
ABC. Man verwendet oft die Notation einer fortlaufenden Proportion und sagt dann, dass die
fortlaufende Proportion
(*) FI (ABP):H (BCP):F (CAP)=(>VFI (ABP) : L-Fl (BCP) : 1 -Fl (CAP))=
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die baryzentrischen Koordinaten von P beztglich des Dreieckes ABC sind.

FI (ABP)

G066

A

Der Schwerpunkt S des Dreieckes ABC hat die baryzentrischen Koordinaten 1:1: 1.
Dies sieht man so:

G066

Esist FI (ABC)=c-h und Fl (ABS)=c-h/3. Somitist Fl (ABS)=Fl (ABC)/3. Analog ist
FI (BCS) =FI (ABC)/3 und FI (CAS)=FI (ABC)/3, aso FlI (ABP):FI (BCP) :
H(CAP)=1:1:1

Die orthogonal trilineare Dreieckskoordinaten sind ebenfalls Tripel, welche mit einem
konstanten Faktor multipliziert werden dirfen, ohne dass sich der damit bezeichnete Punkt P
andert. Die orthogonal trilinearen Dreieckskoordinaten eines Punktes P bezliglich des Dreieck
ABC sind so definiert:

(¥) F (ABP)/c:F (BCP)/a: H (CAP)/b.

Well [ siehe Zeichnung]
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FI (ABP) =6.-¢/2, Fl (BCP) =8,-a/2, Fl (CAP) =45-b/2, sind diese orthogonal trilinearen
Dreieckskoordinaten auch gleich

(&)  Op:d4: dp. Schliesslich ist nach dem Sinussatz a=\-sin (o), b=2A-sin (),
c=X-sn(y), und daher gilt

... HF(ABP) F (BCP) F (CAP) H(ABP)  F (BCP)  Fl (CAP)

() c ~ a b d€n(y) " dn(w) " €n@)
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Die 10 Aufgaben des Apollonius

Die Apollonischen Aufgaben lauten:

Gesucht ist ein Kreis «, von dem

1.Aufgabe: Py, Py, P;  drei Punkte gegeben sind.

2.Aufgabe: P, Py, tg zwel Punkte und elne Tangente gegeben sind.
3.Aufgabe: Py, tg, to ein Punkt und zwei Tangenten gegeben sind.
4.Aufgabe: ty, b, t3 drei Tangenten gegeben sind.

5.Aufgabe: P, Py, 1 zwei Punkte und ein Beruhrkreis gegeben sind.
6.Aufgabe: P, k1, xo  e@nPunkt und zwei Bertihrkreise gegeben sind.
7.Aufgabe: K1, Ko, K3 drei Berthrkreise gegeben sind.

8.Aufgabe: t1, K1, Ko eine Tangente und zwel Berlhrkreise gegeben sind.
9.Aufgabe: ty, t, K1 zwel Tangenten und ein Berthrkreis gegeben sind.
10.Aufgabe: Py, tg, kg ein Punkt, eine Tangente und ein Bertihrkreis gegeben sind.

Wenn man die Geraden und die Punkte als Grenzfalle von Kreisen auffasst, so kann man alle
10 Probleme mit einem einzigen Ansatz |6sen.

Wir fahren hier elementargeometrische Losungen der 10 Probleme an (nach Norbert
Hungerbuhler, Zirich). Man kann diese Aufgaben durchwegs mit Zirkel und Lineal [6sen,
wobei nicht einmal Kenntnisse notwendig sind, welche Uber den Schulstoff hinausfihren. Auf
die Diskussion der Anzahl der L6sungsmoglichkeiten lassen wir uns nicht ein, well wir nur
grundsétzlich zeigen wollen, wie man bei der Konstruktion der L ésungen vorgehen kann.

Aufgabe 1: Sind von einem Kreis drei Punkte Py, P,, P; gegeben, so ist der Kreis gleich
dem Umkreis des Dreieckes P;P,P;.

Aufgabe 2: Gegeben ist eine Gerade t und zwei Punkte A, B, welche auf derselben Seite
der Geraden t liegen. Gesucht sind die zwei Kreise x; und x,, welchedurch A und B
gehen und welche t tangieren.

K2

A K 1 G159
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L 6sung: Wir verwenden eine vergrosserte Skizze und studieren zuerst die Vorgangsweise.
Sodann Uberlegen wir uns, warum diese Vorgangsweise zum Ziel fuhrt. Weiters kimmern wir
uns nur die Konstruktion des Losungskreises x4, denn die Konstruktion von «, verlauft
vollkommen analog.

Zuerst konstruieren wir den Mittelpunkt C der Strecke AB. Die Streckensymmetrale von AB
schneidet die Gerade t in einem Punkt D. Sodann zeichnen wir die Gerade AD und das Lot
von C ausauf die Gerade g. Dieses Lot trifft die Gerade g in dem Lotfusspunkt E. Sodann
zeichnen wir den Kreis «, der C als Mittel punkt hat und durch E geht.

Der Schnitt dieser Kreislinie mit der Geraden AD sind die Punkte F; und F,, wobel wir -
wie bereits angekiindigt - die Konstruktion nur mit dem Punkt F; weiter verfolgen wollen.
Nun zeichnen wir die Verbindungsgerade CF; und paralel zu CF; die Gerade durch A,
welcheauf CD den gesuchten Mittelpunkt M, des gesuchten Kreises «; ausschneidet. Den
Radius des Kreises «; wahlen wir gleich |[M4, A|. Das Lot von M, aus auf die Gerade t
schneidet diese im Berthrpunkt T,. Soweit die Vorgangsweise. Nun wollen wir studieren,
warum diese Konstruktion zum Ziel fuhrt: Der Radius des Kreises «x; ist M4, A|. Daher
geht der Kreis x4 durch A. Das Dreieck AMB ist gleichschenkelig, weil M, auf der
Seitensymmetralen von AB liegt. Daher liegt B ebenfallsauf der Kreidinie «;. Die Dreiecke
CED und M;T,D sind &hnlich. Daher ist |M4,T4|:|C, E|=|M4, D|:|C, D|. Die
Dreiecke CF;D und M;AD sind &nlich. Daher ist |[M4, A|:|C, F{| =|My, D|:|C, D].
Esfolgt |[M,T4|:|C, E|=|Mq, A|:|C, F{|]. Weil wir als Radiusvon x dielLange |C,
E| und F; auf « gewdhlt haben, ist |C, E| =|C, F;|. Daher ist |M4, T{| =|Mq, Al.
Daher liegt der Punkt T, auf der Kreislinie k;. Weil CE senkrecht auf t steht, ist auch
M, T, senkrecht auf t. Deswegen tangiert die Gerade t den Krels k4. O

Aufgabe 3: Voneinem Kreis x sind zwei Tangenten t;, t, und ein Punkt P gegeben. Man
konstruiere den Kreis «.
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Losung: Man wahlt auf der Tangente t; einen Punkt T'. Weiters zeichnet man die
Winkelsymmetrale s der beiden Tangenten. Senkrecht zu t; zeichnet man durch T' eine
Gerade, welche die Winkelsymmetrale s in einem Punkt M' schneidet. Nun zeichnet man
den Kreis «' mit dem Mittelpunkt M' durch den Punkt T'. Sodann zeichnet man den
Ahnlichkeitsstrahl p durch P und Z. Dieser Strahl p schneidet den Kreis k' in einem Punkt
P' (hier gibt eszwei Losungen fir P', die des weiteren zu zwei Losungen fir « flhren).

Parallel zur Geraden M'P' zeichnet man eine Gerade durch P, welche die Symmetrale in
einem Punkt M schneidet. Der Kreis mit Mittelpunkt M durch den Punkt P ist die gesuchte
Losung fur «. O

Aufgabe 4: Sind von einem Kreis 3 Tangenten gegeben, so fassen wir diese als die Seiten
eines Dreieckes auf, dessen Inkreis wiederum diese drei Seiten als Tangenten besitzt. o

Aufgabe 5: Gegeben ein Kreis k; und zwei Punkte Py, P,. Gesucht ein Kreis k welcher
durch P; und P, geht und den Kreis «; berdhrt.
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L 6sung: Man zeichnet einen Hilfskreis «* durch P; und P,, welcher den gegebenen Kreis
x inzwel Punkten Q; und Q, schneidet. Der Mittelpunkt von x; sei M;. Die Chordale x
von x* und x; schneidet auf der Geraden P,P, (Chordalevon «x* und «x) einen Punkt S
aus. Der gesuchte Kreis « bertihrt den Kreis x4 in einem (noch unbekannten) Punkt T. Die
Tangente t in T an x und x; (Chordale von x und x;) geht ebenfalls durch S
(Schnittsehnensatz! ). Nunist die Potenz von S bezliglich des gesuchten Kreises x bekannt,
denn

IS, P1] - 1S, Pol = 1S, TI2=1S, Q|- S, Qal.
Somit kann |T, S| (z.B. Kathetensatz) und damit T konstruiert werden. Daher liegt der
Mittelpunkt M des gesuchten Kreises x auf der Streckensymmetrale s von P;P, und auf
der Geraden M4T. O

Aufgabe 6: Von einem Kreis k sind ein Punkt P; und zwei Berlhrkreise «q, x, gegeben.
L 6sung: Man konstruiert zuerst einen weiteren Punkt P, des gesuchten Kreises x und hat
somit die Situation der Aufgabe 5 (P;P,x;) vorliegen. Fur das Auffinden des weiteren
Punktes P, geht man so vor (siehe Skizze):

R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil2 27. August 1956



185

Man zeichnet das Ahnlichkeitszentrum Z der beiden Beriihrkreise «; und x,, deren Mittel-
punkte wir mit M; bzw. M, bezeichnen. Die Zentrale von «; und x, schneidet die
betreffenden Kreise in Punkten U; bzw. U,. Nun stellen wir uns vor, dass der gesuchte
Kreis x schon gefunden ist. Er hat einen Mittelpunkt M und bertihrt die Kreise k; sowie «,
in Punkten T, bzw. T,. Auf der Geraden ZP; und auf dem gesuchten Kreis x liegt dann
der gesuchte zweite Punkt P..
Wir zeichnen nun am Dreieck M;M,M die Winkel p, o, t ein. Weiters betrachten wir die
Winkel o, o, B, B, e, e bel den Punkten T4, Uy, Uy, To.
Esqgilt p + o +1t=180° und wir lesen an den gleichseitigen Dreiecken M U;T;, M,U,T5,
MT,T, ab,dass o =90° - p/2, p =90° - 5/2, ¢ =90° — 1/2. Daraus folgt

o+ B +e=1800°.
Nun sehen wir, dass die Summe gegentiberliegender Winkel im Viereck T,U,U,T, jeweils
1800 ist, woraus folgt, dass dieses Viereck ein Sehnenviereck ist. Wir betrachten den Umkreis
k" dieses Sehenenviereckes und wenden beziliglich des Punktes Z den Sekantensatz an. Es
folgt

|Z’ Ull ' IZ’ UZI = |Z’ Tll : |Z’ T2|
Wenden wir den Sekantensatz bezliglich Z auf den Kreis « an, so bekommen wir

|Z, T1]-1Z, Tol =12, Pyl - |Z, Pyl.
Somit haben wir insgesamt

|Z1 Pll : |Z’ P2| = |Z1 U1| : |Z’ U2|’ also

|Z, Pyl 1 1Z, Up| = |Z, Uq| 1 |Z, Pyl
Daraus kann man die Lange der Strecke |Z, P,| konstruieren, alsoist P, bekannt. O
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Aufgabe 7: Gegeben sind drel Bertihrkreise «4, k,, k3 einesKreises k. Diese Aufgabe ist
schnell auf die Aufgabe 6 zurtckfUhrbar. Vergrossert (oder verkleinert) man namlich die
Radien der drei Bertihrkreise um einen gleichen Betrag a, so verkleinert (bzw. vergrossert)
sich der Radius des gesuchten Kreises k um diesen Betrag a, ohne dass sich die Lage des
Mittelpunktes M éndert.

G241

Wahlt man nun a gleich dem Minimum der Radien rq, r,, r3 der Kreise x4, x5y, k3, und
zahlt man von den Radien a ab, so degeneriert mindestens ein Kreis zu einem Punkt, und man
hat die Situation der Aufgabe 6 (P;xix,) oder gar der Aufgaben 5 (P;P,x;) bzw.
(P;P,P3) vorliegen. o

Aufgabe 8: Essind eine Tangente t; und zwel Berthrkreise «4, x, des gesuchten Kreises
x gegeben. Ahnlich wie bei der Aufgabe 7 verandern wir die Radien r; und r, um den
selben Betrag a und verla gern die Tantente t; um den Betrag a parallel, ohne den
Mittel punkt des gesuchten Kreises « zu verandern.
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So kénnen wir das Problem analog zur Aufgabe 7 jetzt aber auf die Aufgabe 10 (t,P;x;)
zurUckfuhren.

Aufgabe 9: Gegeben sind hier zwei Tangenten t; und t, sowie ein Berthrkreis «; und

wieder fuhren wir das Problem durch Parallelverlagerung der Tangenten und verkleinerung des
Raius r; auf O auf eine schon geldste Aufgabe, namlich die Nr. 3 zurtick.

G241

Aufgabe 10: Hier sind ein Punkt Py, eine Tangente t und ein Bertihrkreis k; gegeben.

L 6sung: Auch hier bringt uns ein Sehnenviereck weiter.
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Wir zeichnen von M, die Senkrechte auf t. Dies ergibt die Punkte Z und Uy, U,. Nun
denken wir uns den gesuchten Kreis k mit Mittelpunkt M schon gegeben. Der Bertihrpunkt
von kx; sei S. Der Berthrpunkt von « an t sei T.Der Winkel O ZSU, ist ein rechter
(Thaleskreis). Der Punkt S ist das Ahnlichkeitszentrum der beiden Kreise x; und x und
daher liegen die Punkte Z, S, T liegen auf einem Ahnlichkeitsstrahl. Das Viereck SU,U,T ist
ein Sehnenviereck, denn die sich gegenlberliegenden Winkel bei S und U, sind rechte
Winkel und erganzen sich daher zu 180°. Der Sekanten-Tangentensatz ergibt von Z aus auf
k" angewandt

1Z, Uy]-1Z, Ul =12, S| - |Z, TI.
Auf den Kreis x angewandt ergibt er von Z aus

|2, S|-1Z, T =1Z, Py| - |Z, P,|.
Daher ist

|Z, Py|-1Z, P,| =1|Z, Uq|-|Z, U,| und somit gilt

|Z, Po| 1 1Z, Up| =1Z, Uq| 1 |Z, Py].
Damit kann der Punkt P, konstruiert werden und wir haben die Situation der Aufgabe 2
(P;P,T1) erreicht. O

Bemerkungen:

Die Aufgabe 2 (P;P,t;) wir oft auch mit Hilfe einer Symmetrieliberlegung auf den Fall der
Aufgabe 3 zurlckgefihrt:

Spiegelt man die Tangente an der Mittel senkrechten von P;P,, so ist auch das Spiegelbild der
Tangente ein Tangente an den gesuchten Kreis und wir haben die Aufgabe 3 (P;t;t,)
vorliegen.

Die Aufgabe 7 (xqx,x3) wird als Speziafall in der gel 6sten Ubungsaufgabe 50 vorgefihrt.
Die Aufgabe 8 (t;xqx,) wird als Speziafall in der gel sten Ubungsaufgabe 49 vorgefuhrt.
Die Aufgabe 9 (t;t,x,) wird als Speziafall in der gelosten Ubungsaufgabe 48 vorgefiihrt.

Die Quadratur des Kreises
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So heisst die Aufgabe, nur mit Zirkel und Lineal den Kreis in ein flachengleiches Quadrat
Uberzufihren. Aquivalent dazu ist die Aufgabe zwei Strecken mit dem Langenverhdltnis 1:n
nur mit Zirkel und Lineal zu zeichnen. Diese Aufgabe ist unldsbar. Dies folgt aus der
Transzendenz von rn [Carl Louis Ferdinand von Lindemann 1852-1939]. Es gibt aber eine
einfache und trotzdem sehr gute N&herungslosung. Sie stammt von dem jesuitischen
Mathematiker Kochanski (1685):

I’#I’#»T G097

Die Strecke AB hat die Lange |A, B| =r-; 7 ?—2-?/323,141533 -+~ im Gegensatz zu
1 =23,1415926 --- . O
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Koordinaten-Geometrie

In der Koordinaten-Geometrie ( = Analytische Geometrie) definiert man, was Punkte,
Geraden, Ebenen, Langen, Winkel, Kreisg, --- , Schnittpunkte, --- sind (némlich Objekte und
Operationen im R 2, bzw. R3), und so hat man keine geometrischen Axiome, sondern
beweisbare Theoreme. Man spricht in diesem Fall von einer Arithmetisierung der Geometrie.
Man sagt auch, dass der Raum R2 eine Interpretation (Realisierung, Modell) der Ebeneist.

In der axiomatischen Geometrie dagegen sind Punkte, Geraden, Ebenen, Langen, Winkel,
Kreise, --- , Schnittpunkte, --- unerklarte Grundbegriffe, welche durch Axiome, denen diese
Grundbegriffe gentigen, zusammenhéangen und der Anschauung entsprechend sich vorgestel It
werden konnen. Alle weiteren Theoreme werden mit Ruckgriff auf Definitionen und die
Axiome als ganz normal e Sétze bewiesen.

In der euklidischen Ebene R2 betrachten wir Geraden. Im Raum RR3 betrachten wir Geraden
und Ebenen ( =lineare Untermannigfaltigkeiten).
Wir haben grundsétzlich 2 verschiedene Methoden, diese Gebilde zu beschreiben:

1. Gleichungen

2. Parametriserungen (Die Betonung liegt auf dem ersten a)

1.Gleichungen

e DieMengealler Punkte (x,y) e R2, welche einer Bedingung des Typus
a-x+b-y=c mit a#=0 oder b=0 geniigen, ist eine Gerade g im R2.
DieBedingung a-x + b-y + c=0 heisst eine Gleichung der Geraden g.
Mengentheoretische Schreibweise:
g={(X,y):x,ye R und a-x+b-y=c}.
Hingegen: Sind a=0 und b=0 undist c=*=0, soist
B={(x,y):x,yeR und a-x+b-y=c},undsind a=b=c=0, soist
R2={(x,y):Xx,ye R und a-x+b-y=c}.

e DieMengeadler Punkte (x,y, z) € R3, welche einer Bedingung des Typus
a-X+b-y+c-z=d mit a==0 oder b==0 oder c+0 geniigen, ist eine Ebene £ im
R 3.
DieBedingung a-x + b-y + c-c+ d=0 heisst eine Gleichung der Ebene «.
Mengentheoretische Schreibweise:
e={(X,¥,2):X,¥,ze R und a-x+b-y+c-z=d}.
Hingegen: Sind a=b=c=0 undist d==0, soist
B={(x,y,2):X,¥,ze R und a-x+b-y+c-z=d}.
Undsind a=b=c=d=0, s0ist
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R3={(X,y,2):%X,y,Zze R und a-x+b-y+c-z=dj.

e DieMengealler Punkte (x,Y, z) € R3, welche einer Bedingung des Typus (Gleichungs-
system)

(+)

im R3,
Es handelt sich dabel um die Schnittgerade der durch
& -X+Dby-y+cy-z=d; beschriebenen Ebene e, mit der durch
& X +Dbyy+Cy-z=d, beschriebenen Ebene .
Also in mengentheoretischer Schreibweise:
g={(X,y,2) g -X+by-y+ci-z=d} N{(X,y,2) i & X+ Dy-y +Cy-z=0y}

a-X+by+c-z=d;
& X+byy+c,rz=d,

& b ¢

=2 genilgen, ist eine Gerade
& by 02) 9o g

mit Rang (

oder
g={(X,y,2):a-X+by-y+c;-z=d; und a-X+ Db,y +Cy-z=0dy,}.

/g
€1

€2

. a b ¢ . a b .
Es ist der Rang ( ) = 2 genau dann, wenn die Det ( ) + 0 oder die
& b, C; & by
b, ¢ , CL & a b ¢ .
Det( ):0:0 oder die Det( =+ 0. Ist nun der Rang( )=2 und dabei
b, ¢, ) & by c;

y by

& by
system () umformenkannin

z.B. die Det ( ) =+ 0, so lernen wir in der linearen Algebra, dass man das Gleichungs-

X=NA1-Z+ Uy,

Y=A2-Z+ Uy
Wir kbnnen also zye R frei wahlen und bekommen so fur jedes z;e R einen Punkt (X,
Yo Zp) auf der Geraden g.

Man kann in vektorieller Schreibwel se dieses Gleichungssystem unter Verwendung von
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u 2 (a, by, c), v (&, by cy), 8 (x,y,2) auf dieForm
<m-x>=d; und <v-x>=d, bringen.

e Man kann allerdings eine Gerade g im Raum R3 auch durch eine einzige Gleichung,
namlich z.B. durch

(*) (a-X+byy+c-z—d))?2+ (a-x+byy+c,-z2—0dy)2=0
beschreiben. Aber das ist, bezogen auf das elementare Schul-Niveau ein Schnick-Schnack,
durch den wir weder uns selbst noch unsere Schiler verwirren wollen. Wir wollen hier nur
bemerken, dass essich bei (+) um keine lineare, sondern um eine quadratische Gleichung
handelt, welche in der analytischen Geometrie der Kegelschnitt als Spezialfall eines
K egelschnittes auftritt (ndmlich als Mantellinie eines Kegels).

Sonderfalle

e Geraden in der EbeneR2
Die dlgemeinste Gleichung lautet:

a-x+b-y=c mit (a b)=(0,0). Diedadurch beschriebene Gerade geht genau dann
durch den Ursprung, wenn ¢=0 ist.

e Sind zwei Geraden g; und g, inder Ebene R2 durch Gleichungen

010 &-X+Dby-y=c; mit (a,by)=+(0,0) und

Oy: @:-X+byy=c, mit (ay, by) =+ (0, 0) gegeben, und gibt esein L € R,
sodass (ay, by) =\ - (8, by) aber c,+A-c; gilt, so haben sie keinen gemeinsamen Punkt
und ihr Schnittgebilde ist die leere Menge. Man sagt in diesem Fall, dass die beiden Geraden
0, und g, paralel liegen, oder dass die beiden Geraden parallel sind (g, [ 95)-

e Hat man zwel Gleichungen

a;-X+by-y=cy mit (g, b;)=+(0,0) und

&-X+by-y=c, mit (a, by)=+(0,0)
gegeben, sodassesein L € R gibt, fir welches

(ay, by, Cy) =\ - (&, by, €1), SO beschreiben die beiden Gleichungen jeweils dieselbe
Ebene ¢ und die beiden Gleichungen zusammen auch nur diese Ebene «¢.

Spezielle Geradengleichungen in der Ebene R2.
e Esgibt mehrere Spezialformen fir Geradengleichungen:

X =C beschreibt die Gerade g parald zur y-Achsedurch (c, 0).
y=d beschreibt die Gerade g parald zur x-Achsedurch (0, d).
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y G y
X X

® Diebeiden Geradengleichungen x=c und y=d beschreiben zusammen als Schnittgebilde
den Punkt (c,d) e R2

® Dieser Punkt (c,d) kann auch durch eine einzige Gleichung namlich durch

(#) (X-0)2+(y-d)?=0
beschrieben werden. Auch diese quadratische Gleichung hat in der Schule vorerst nichts zu
suchen. In der analytischen Geometrie der Kegelschnitte tritt diese Gleichung als Spezialfall
eines Kegelschnittes auf (Schnitt eines Kegels mit einer Ebene, welche den Kegel nur in der
Spitze trifft).

e DieGleichung g +% =1 beschreibt die Gerade durch die auf den Achsen liegenden
Punkte (a, 0) und (0, b) [ = Abschnittsgleichung].

Ay

N

>
a\ X

Achtung: Mit einer solchen Gleichung kdnnen keine Geraden parallel zur x-Achse und auch
keine Geraden paralel zur y-Achse beschrieben werden.

e DieGleichung (Y, — Y1) (X —Xq1) — (X5 = X1) - (Y — y1) =0 beschreibt die Gerade durch
(X1, Y1) und (X, yo) [ =2-Punktformel].
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X1 X2

Natirlich ist hier vorausgesetzt, dass (X; Y1) #+ (Xp, ¥2).

e DieGleichung
1x vy
Da 1 Xl yl - 0
1 X% ¥
ist ebenfalls eine 2-Punktformel, welche aber eine Determinante verwendet. Man erkennt leicht,
dass es sich um eine Geradengleichung handelt und man erkennt ebenso leicht, dass die Punkte
(X1, Y1) und (X,,Y,) dieser Geradengleichung gentigen, denn esist
1x vy
O0=Det| 1 X3 y1 [=1-(X1-Y2=X2-y1) =X (1-y,=1-yp) +y- (1%~ 1-Xy)
1 X Y5

eine Geradengleichung und esist

1%y 1%y
Det[ 1 x; y; [=Det| 1 x; y; [=0 well jeweilszwei Zeilen gleich sind.
1 X ¥ 1 X%y

e Die Gleichung y=k-x+ d beschreibt die Gerade durch (0, d) mit der Steigung
(=Angtieg) k.
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Ay
g
K Kann ofine Verwendung von
Tangens erkldrt werden!
A
a a+1 X

Achtung: Mit dieser Form von Geradengleichung konnen keine Geraden parallel zur y-Achse
beschrieben werden. Diese Form ist bei den mathematischen Laien die Geraden-Gleichung
schlechthin. Bel Gebirgstrassenist k-100 die Steigung in Prozenten. Steigung = 100% ist ein
Anstieg mit 45°. Diese Form der Geradengleichung beschreibt den Graphen einer linearen
Funktion f: R — R : x+—— k-x + d. Falls d= 0, spricht man genauer von einer linear
homogenen Funktion. Falls d== 0, spricht man genauer von einer linear inhomogenen
Funktion.

@ DieGleichung y —yg=k- (X —Xq) beschreibt die Gerade durch den Punkt (Xq, yo) mit
Anstieg k.

o >
X0 Xop+1 X

O

Achtung: An dieser Stelle der Geometrie ist die Verwendung des Tangens Uberflissig. Es
kann hier jedoch der Tangens als niitzliche Definition eingefihrt werden.

e Ebeneim Raum:
Die algemeinste Gleichung fir eine Ebene lautet:
a-X+b-y+c-z=d mit (ab,c)=+(0,0,0). Die Ebene geht genau dann durch den
Ursprung, wenn d=0 ist.
Es gibt aber wieder Spezialformen:
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® XxX=a beschreibt die Ebeneparald zur (y, z)-Ebene durch den Punkt (a, O, 0).
e y=Db beschrebt die Ebene paraled zur (z, x)-Ebene durch den Punkt (O, b, 0).
® z=cC beschreibt die Ebeneparald zur (X, y)-Ebene durch den Punkt (0O, 0O, c).

° g +% +§ =1 beschreibt die Ebene durch (a, 0, 0), (0, b, 0), (0, O, c). Sieist eine

Abschnittsform, deren Anwendung also nur dann maéglichist, wenna, b, c+=0 ist.

e Gleichung einer Ebene durch 3 Punkte (3-Punkte-Gleichung einer Ebene):
1x vy z
Det 1XxX1y1 24 -0
1 XY 25
1 X3 Y3 Z3

beschreibt die Ebene durch die Punkte (x4, Y1, Z1), (X5, ¥, Z5), (X3, Y3, Z3) € R3.

Zwei Ebenen e, und e,, welche durch Gleichungen

€1 @ -X+by-y+c-z=d; mit (ay, by, c))+(0,0,0) und

€x: @:X+byy+cy,rz=d, mit (ay, by, Ccy) =+ (0,0, 0) gegeben sind, haben
keinen gemeinsamen Punkt (sie beschreiben also die leere Menge), genau dann, wenn es ein
L € R gibt, sodass
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(ay, by, c) =\ (8, by, Cy) aber dy=+=A-d, gilt.
Man sagt in diesem Fall, dass ¢; und e, paralel liegen.
e Ebenen ¢; und e,, welche durch Gleichungen

e1: @ -X+by-y+c-z=d; mit (ag, by, c))=+(0,0,0) und

€o: @-X+byy+c,z=d, mit (ay, b, c,)+ (0,0, 0) gegeben sind, fallen
genau dann zusammen, wenn esein A € R gibt, sodass

(84, by, cg, dy) =A - (ay, by, Cy, dy).

Schnittgerade mit den Koordinatenebenen ( = Spuren).
Die 3 Koordinatenebenen im Raum werden durch die Gleichungen

z=0 (X, y-Ebene),y=0 (X, z-Ebene) bezw. x=0 (y, z-Ebene) beschrieben. Ist
e beschrieben durch eine Gleichung a-x + b-y + ¢-z=d eine beliebige Ebene im Raum, so
heissen ihre Schnittgeraden mit den Koordinatenebenen Spuren. Die Spur e; ist die
Schnittgerade der Ebene mit der Koordinatenebene (z=0), also

e & {(x,y,2):b-y+c-z=d und z=0}.
Andog

& 2 {(x,y,2):a-x+c-z=d und x=0} und

e : & {(x,y,2):a-x+Db-y=d und y=0}.
Geraden, welche in der Ebene verlaufen und parallel zu der Spur € liegen, heissen i-te
Hauptlinien. Die ersten Hauptlinien werden auch Héhenlinien genannt. Fir die zweiten
Hauptlinien findet man auch die Bezeichnungen Frontlinien.

Achtung: Diese Nummerierung ist nicht systematisch. Aber sie folgt der Nummerierung der in
der Darstellenden Geometrie tiblichen Projektionen

n,:R3—> R2:(a b,c) — (a b) (Grundriss)

Ty R3—— R2: (g b, c) —— (b, c) (Aufriss)

n3:R3——R2:(a b,c)— (ac) (Kreuzriss).
Der Kreuzrisswird nur aus Griinden der Redundanz betrachtet.

e Geraden im Raum:
;jc:j } Gerade parallel zur z-Achse durch den Punkt (c, d, 0).
Es handelt sich hier also um zwei Gleichungen, welche diese Gerade beschreiben.

2.Parametrisierungen

® Geradein der Ebene

X=a +b -t .
y=a,+by-t mit te R.
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DieZahl te R heisst Parameter (die Betonung liegt auf dem zweiten a), und man stell sich t
alsden Zeitpunkt vor, an dem die Gerade durch den Punkt

(x(©),y(1) £ (g, +by-t, 8+ b, t) geht.
Vektorielle Schreibweise:

)= () ey
y & b,
Fir t=0 bekommen wir den Punkt P, :4 (221) auf der Geraden.

Fir t=1 bekommen wir den Punkt P; -2 (Zi) + (gl) auf der Geraden.
b 2

Der Vektor P; — Poz(bl) heisst ein Richtungsvektor der Geraden.

b,

Ist A+ 0, so heisst auch - (El) ein Richtungsvektor der Geraden.
2

e Funktionenschreibweise:

¢:R —>R2:t—> (%) +t- (E;)ch(t).

Die Funktion ¢ heisst Parametrisierung der Geraden.
DieMenge R ist hier der sog. Parameterbereich  (Betonung auf das zweite a).

e |m Zusammenhang mit Parametrisierungen von Geraden ist es sinnvoll, in der Schule auch
den Begriff der Geschwindigkeit einzufihren. Ist eine Gerade durch

(*) ¢9:R—R2:t—— (%) +t- (gl) =@ (t) parametrisiert, undist tye R, so
ist der Vektor i
ot o= )3 o3 -3
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der Geschwindigkeitvektor bezogen auf die vorgegebene Parametrisierung. Der Absolutbetrag
der Geschwindigkeit ( = birgerliche Geschwindigkeit) ist die Zahl

o] =Vb,Z+ b2,
Die Geschwindigkeit hat in der Physik eine Dimension, d.h. man misst die Geschwindigkeit in
m/sec oder km/h. In der Elementargeometrie ist die Dimension Langeneinheiten/Zeiteinheit.

e Die Parametrisierung einer Geraden im Raum ist ganz analog zur Parametrisierung einer
Geraden in der Ebene.

1 bl

az) +t- (bz

& b3

(6
(ab\\nb
1, &, 33 24,

¢p:R—R3:t—

Die Parametrisierung einer Ebene im Raum:
x:a1+b1-s+c1-t1

y=a&+Db,-s+c,-t » mit s te R.
z=a+bz-s+c3-t J

DieZahlen s, te R heissen Parameter (Betonung auf das zweite a). Leider kbnnen wir die
Parameter s und t nicht mehr als Zeit deuten.

C1
Gy |-

C3

Vektoridle Schreibweise;

X q by
(y) = a2) + s-(b2
Z

ag b3

+1-
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(ay, &, ag) =Py

~ al
Fir s=0 und t=0 bekommen wir den Punkt P, :&f (az) in der Ebene.

a3
by
+ (b2
bs
C1
+ (C2
~ bl ~ a3 Cél
Die Vektoren v ;& p, — Po:(ezil und 8 & P,- Py=|c,| heissen Richtungs-

vektoren der Ebene. Jede Lingagkombination X -v+ u-8 \mg/ (A, u) =+ (0, 0) heisst
ebenfalls Richtungsvektor der Ebene. Man sagt, dass sie die Ebeneim Punkt P, aufspannen.
&

Funktionenschrelbwei se:
bl C1
M.(bz) u()
& bs C3

Die Funktion ¢ heisst Parametrisierung der Ebene.
DieMenge R2 ist hier der Parameterbereich.

i
Fir s=1 und t=0 bekommen wir den Punkt P, ;4 (a2 in der Ebene.

a

a
Fir s=0 und t=1 bekommen wir den Punkt P, ;4 (a2 in der Ebene.

il
p:RZ— R3: (A, u) —>

Normalen auf Geraden und Ebenen

® Zwei Geraden g; und g, inder Ebene R2 stehen aufeinander normal, wenn sie
miteinander einen rechten Winkel einschliessen. Der Winkel, den zwei Geraden g; und g,
miteinander einschliessen, ist mit Hilfe des Cosinussatzes definiert.

e Hat man eine Gerade g in der Ebene R2 durch eine Gleichung

a-x +b-y+c=0 gegeben, so kann man sich mit

r & (g b) leicht einen Vektor beschaffen, welcher senkrecht auf der Geraden g
steht.
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Sind ndmlich
U= (ug, uy) und V =(vy,V,) zwei Punkte auf der Geraden g, so gilt also
a-u; +b-u,+c=0 und
a-vy+b-v,+c=0.
Die Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt
a-(u;—vy) +b-(u,-v,)=0,ds0
{(ab)|[(U-V)>=0.
Nunist U -V ein Richtungsvektor der Geraden, auf dem also (a, b) senkrecht steht.
Wir bezeichnen » aseinen Normalenvektor (auf) der Geraden g.
Alle Vektoren der Form
v* =)-r mit L &0 heissen ebenfalls Nor malenvektoren der Geraden g.
e Offensichtlich stehen durch Gleichungen gegebene Geraden
g={(x,y):a-x+b-y+c=0} und
g'={(x,y):a"-x+b'-y+c'=0}
genau dann aufeinander senkrecht, wenn die entsprechenden Normalenvektoren
v =(ab) auf g und
v'=(a',b") auf g
aufeinander senkrecht stehen, d.h. wenn
{r|¢'>=a-a'+b-b'=0 gilt.
e |m Gegensatz dazu liegen g und g' parallel, wenn
v'=(',b")=rr=%r-(ab)=(-aA1-b) furein L =+0.
In diesem Fall gibt es keinen Schnittpunkt von g und g'.
e Hat maneine Gerade g inder Ebene R2 durch eine Parametrisierung
¢p:R—R2:t——>P+t-Q mit P,Qe R2 und Q= (0,0) gegeben,
soist
Q=(Qq, Q,) ein Richtungsvektor der Geraden g, und normal dazu ist z.B. der
Vektor

R:& (-Q, Q.

e Eine Gerade g im Raum R3 steht auf einer Ebene ¢ im Raum normal, wenn sie
rechtwinklig durch die Ebene stdsst. Wir schliessen nun analog zum 2-dimensionalen Fall:
e Hat maneineEbene ¢ im R3 durch eine Gleichung
a-Xx+b-y+c-z+d=0 gegeben, 0ist
v &' (a,b,c) einVektor, welcher senkrecht auf der Ebene ¢ steht.
Sind namlich
U= (uq, Uy, uz) und V =(vy, vy, V3) zwei Punkte auf der Ebene ¢, so gilt also
a-up+b-u,+c-uz+d=0 und
a-v;+b-v,+c-v3+d=0.
Die Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt
a- (U —vy) +b-(uy—Vvy) +c- (U3 —Vv3)=0,ds0
{(ab,0)[(U-V)>=0.
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Nunist U -V en Richtungsvektor der Ebene, auf der (a, b, ¢) senkrecht steht.
® Wir bezeichnen v aseinen Normalenvektor (auf) der Ebene «.
Alle Vektoren der Form
v =)-r mit L =0 heissen ebenfalls Normalenvektoren der Ebene «¢.
Ist nun Pe R3 gegeben, so ist
¢:R — R3:t—— P+t-r eine Parametrisierung jener Geraden g durch P,
welche senkrecht durch die Ebene £ geht.
@ Ebenen ¢ und &', welche durch Gleichungen
a-x+b-y+c-z+d=0bzw. a'-x+b'-y+c'-z+d'=0
gegeben sind, stehen genau dann aufeinander senkrecht, wenn die entsprechenden Normalen-
vektoren
r=(ab,c) und v'=(a',b', c') aufeinander senkrecht stehen, wenn also
{v,v'>=a-a +b-b'+c-c'=0 gilt.
Sind dann P=(py, P2, P3), Q=1(0dy, 0z, G3) €€ und P'=(p'y, p', p'3),
Q'=(d'1,d',0'3) ee’, sogilt <P-QIP'-Q'>=0.

e® Hat man eine Gerade g im Raum R3 durch eine Parametrisierung
¢:R—R3:t——>P+t-Q mit P,Qe R3 und Q= (0,0,0) gegeben,
soist
Q=1(Qq, Q,, Q3) € R3 ein Richtungsvektor der Geraden g.
@ Indieser Situation kann man nicht ohne Ansehen des Vektors Q einen dazu senkrechten
Vektor
R= (0, 0,0) finden.
Fall 1. Q3=0.
Dann wahlt man einfach
R=(0,0,1).
Fall 2: Q3=0.
Dann kann man
R=(0, - Q3 Q,) wahlen.
Man hat so in beiden Féllen einen Vektor R=+ (0, 0, 0) gefunden, welcher auf Q senkrecht
steht.
e Alternative: Man konnte auch so einen Vektor R= (0, 0, 0) und senkrecht auf Q
bestimmen:

R el [(-Q2Q,0) fals Qp,Q,Q3=+0
T le=(5y,5,055) fals i derkleingelndexig, firden Q=0

Offensichtlich gilt dann <Q|R> =0.
e Man kann aber sogar zwei Vektoren R, S= (0, 0, 0) finden, sodass Q, R, S in dieser
Reihenfolge ein orthogonales Rechtsdreibein bilden.

Dazu bestimme man zuerst R orthogonal zu Q (wieoben) und setze weiters
S & QxR
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® IsteineGerade g im Raum R3 durch zwei Gleichungen

&-X+byy+c-z+d;=0und

& -X+byy+cy-z+d,=0 mit (a, by, cp), (8, by, c;) linear unabhangig
gegeben, so finden wir einen Richtungsvektor der Gerade g und einen dazu senkrechten
Vektor R+ (0, 0,0) folgendermassen:
Die beiden Gleichungen beschreiben Ebenen e, bzw. e,. Die Gerade g ist die Schnittgerade
dieser beiden Ebenen. Der Vektor (&, by, c;) steht senkrecht auf der Ebene €; (und damit
auch auf der Geraden g). Der Vektor (ay, b,, ;) steht senkrecht auf der Ebene e, (und
damit auch auf der Geraden g). Daher ist

Q &L (ay, by, ¢p) x (&, by, ¢y) senkrecht auf (ay, by, ¢;) und auf (a, by, c,) und
somitist Q en Richtungsvektor der Schnittgeraden g und wir finden einen dazu senkrechten
Vektor wie vorhin.

Die Falllinien einer Ebene.
Beschreibt a-x+b-y+c-z=d eineEbene ¢ im R3,undist g (i=1,2,3) eine Spur der
Ebene, soist einei-te Falllinie eine Gerade f;, welchein der Ebene e liegt und auf die Spur €
senkrecht steht. Existiert also z.B. die erste Spur e; der Ebene ¢, soist siejadurch e;={(X,
y,2):z=0 und a-x+b-y+c-z=d} beschrieben. Inder x, y-Ebeneisoliert betrachtet wird
sievon der Gleichung a-x + b-y=d beschrieben. Die Geraden in der X, y-Ebene, welche die
Spur e; senkrecht schneiden, haben die Form

g={(x,y,2):b-x —a-y=d}. Zylindrifizieren wir eine solche Gerade zu einer Ebene
eg={(X,y,2):ze R und b-x —a-y=d}, so schneidet diese Ebene die Ausgangsebene ¢ in
der Fallinie f, welche durch das Gleichungssystem

a-x+b-y+c-z=d

b-x-ay+0-z=d
beschrieben wird.

Abstande

Wieder holung: Punkte P= (P}, P,), Q= (Qq, Q,) € R2 haben den Abstand
IP,Ql=P-Qll =V<P-QIP-Q> =V (P~ Q)Z+ (P~ Q,)2.
Punkte P: (Pl’ P2, P3), Q: (Ql’ Qz, Q3) c ]R3 haben den AbStand
IP,Ql= - :\/(Pl_ Q1)2+ (P, - Q2)2+ (P3—Q3)2.

e Der Abstand eines Punktes P= (P, P,) € R? von einer Geraden g im R2 ist durch
P, gl & min{|P,Q|:Q liegtauf g} definiert.
e Esist (P nichtauf g liegend vorausgesetzt)
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|P, gl =|P, Qql|, wobei Qg jener Punkt auf der Geraden g ist, fir den der Vektor
P - Qp senkrecht zu einem Richtungsvektor der Geraden g steht.

P

Qo
Q1

Beweis: Esist |P, Q2= |P, Qp|2+ |Qq, Q1]2, @so [P, Q2> |P, Qy|2. O

® |stdieGerade g durch eine Gleichung
() a-x+b-y+c=0 gegeben, soist (a b) ein Vektor, der normal auf dem
Richtungsvektor der Geraden steht. Die durch
¢:R — R2:t—— P+1t-(a b) parametrisierte Gerade h schneidet also die
Gerade g im rechten Winkel. In () substituieren wir P+ t-(a b) fur (x,y) und
bekommen so fur t die Gleichung
a-(Pp+t-a)+b-(P,+t-b) +c=0,ds0
aP+b-P,+c_ aP+b-P+c 4

&2 + 12 I (ab)|2 0

Daher ist
QO:P+t0'(a, b) Und
[P, gl =P, Qo| = [P~ Qoll = llto- (& b) || =Ito| - [ (& D) | =
) = a-P+b-P+c

I (a, )|

® Merkregel:

"Normiert" man die Geradengleichung (=), indem mansiemit || (a, b) || 1 multipliziert, so

bekommt sie die sogenannte Hessesche Normalform einer Geradengleichung

a-X+b-y+c —0
I (ab) '

Setzt man nunin (%) einen Punkt P= (P, P,) € R2 fur (x,y) enund nimmt davon den
Absolutbetrag, so sieht man [vergl. ()], dass

(%)

a-P;+b-P,+c
I(ab)

=|P, gl.
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e Aufgaben:

1.) Man zeige, dassfir eine Tangente g an einen Kreis k mit Radius r und Mittelpunkt M
gilt
M, g| =r.

2.) Se M=(My4, M,) € R2 der Mittelpunkt einer Kreidinie k € R2 gegeben.
Weiters sei eine Gerade g durch die Gleichung
a-x+b-y+c=0 gegeben.
Wie gross muss der Radius r des Kreises gewahlt werden, sodass die Gerade g die
Kreidinie x berthrt?

® |stdieGerade g durch eine Parametrisierung
¢:R—R2:t——>R+1t-S mit S=(S;, S,) +(0,0) gegeben, soist
S+ &L (S, -S,) ein Normaenvektor der Geraden g.

Fur einen Punkt Pe R2 und o :&f x (S+,P-R) folgt
{S+|P-R>=|S*|-[IP-R]| -cos(a).
Nunist |[|P—-R]| -cos(a)|=|P, g|, dso

{S+|P-R>

P.gl=
IP.gl Is< i

e Der Abstand eines Punktes P= (Py, P,, P3) € R3 von einer Ebene ¢ im R3 ist durch
IP,e| & min{|P,Q|:Q liegt auf €} definiert.

Esigt (P nichtauf ¢ liegend vorausgesetzt)
[P, e| =|P, Qpl, wobel Qg jener Punkt auf der Ebene ¢ ist, fir den der Vektor
P - Qp ein Normalenvektor der Ebene ¢ ist.

e IstdieEbene ¢ durcheine Gleichung

() a-x+b-y+c-z+d=0 gegeben, 0 ist

(a, b, c) ein Normaenvektor der Ebene «¢.

Diedurch
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¢p:R—R3:t——>P+t-(ab, c) parametrisierte Gerade g trifft also die Ebene ¢
im rechten Winkel. In (+) substituierenwir P+t-(a b, c) fur (x,y, z) und bekommen so
fur t dieGleichung
a-(P +t-a)+b-(P,+t-b)+c-(P;+t-c) +d=0,ds0
_aP+b-P+c-P; . aP+b-P+c-P; def. ¢
2++c2 |(@bofz T

t=
Daher ist

Qp=P+1ty-(a b,c) und

IP, el =P, Q| =[P-Qoll = lltg- (@ b, o) | =[to| - [ (@ b, O [| =

_|aPy+b-P,+c-Ps

| ll@abol

® Merkregel:
"Normiert" man die Ebenengleichung (*), indem mansiemit || (a b, ¢)| -1 multipliziert, so
bekommt sie die sogenannte Hessesche Normalform einer Ebene

) ax+by+c-z+d —0
) I (&b, o) '
Setzt man nun den Punkt P= (P4, P,, P3) fur (x,y, z) ein, sosieht man, dass
a-P;+b-P,+c-P;+d

I (ab, o)

P, e| =

e IstdieEbene ¢ durch eine Parametrisierung
¢:R2Z— R3: (A, u)—>R+A-S+u-T (ST linear unabhéangig) gegeben,
soist

Sx T ein Normalenvektor der Ebene «.

Mit o & x (SxT,P-R) folgt <SxT,P-R>=||SxT| -||P-R]| -cos(a). Nunist
[IP-R| -cos(a)| =P, g|, aso
{SxT|IP-R>
P,gl=
P Ol=] saT)
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® Isteine Gerade g < R3 gegeben, soist der Abstand |P, g| enes Punktes

P= (P4, P,, P3) € g von dieser Geraden gleich dem Abstand |P, Qq|, wobei Q,
jener Punkt auf der Geraden g ist, der den kiirzesten Abstand zu P hat und auch jener Punkt
auf g ist, fur den der Vektor P - Qg senkrecht auf den Richtungsvektoren der Geraden g
steht. Den Punkt Q, werden wir im Abschnitt "Projektionen” berechnen, und wir haben dann

aso
IP,gl=1[P-Qull.

Projektionen

® Ist g eineGeradein der Ebene R2 und P= (P, P,) € R2 ein Punkt, so versteht man
unter der Projektion dieses Punktes auf die Gerade g jenen Punkt Q auf der Geraden
g, fur welchen P - Q ein Normalenvektor auf g ist.
® |Ist g durcheineGleichung a-x+b-y + c=0 gegeben, soist (a b) ein Normalenvektor
auf die Gerade g und somit ¢ : R — R2:t—— P+t-(a b) eine Parametrisierung des
"Strahls, welcher P auf g projiziert". Wir setzen P+t-(a b) fur (x,y) indie Gleichung
der Geraden g enund bekommen a- (P, +t-a) +b- (P, +t-b) + c=0, woraussich
_aP+b-P+c def ¢
&+ 0
e IstdieGerade g durch eine Parametrisierung
y:R —> R2:t——> A +t-B gegeben [mit B= (B4, B,) =+ (0, 0)], so definieren
wir den normierten Vektor
B* .def (-ByxBy)
=By, Byl
senkrecht auf g projiziert, mit y : R R2: s P+ s-B* gegeben.

t=

und somit Q=P +t5- (a, b) ergibt.

und haben eine Parametrisierung des Strahles, welcher P

A Projektion Punkt auf Gerade

Esist
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S = (P-A)|B*> dannjener Parameterwert, fiir welchen sich der gesuchte Punkt
Q ds
KP-A)(=ByBy)>  (=BpBy _
I (=B By | (=By By

-(=By, By) ergibt.

Q=x(-%)=P-5-B'=P-

_ L(P=A)|(-B,By)>
B2+ B,2

=P

e Hat manim Raum R23 eine Gerade g und einen Punkt P= (Py, P,, P;) gegeben, soist
die Projektion von Pauf g jener Punkt Qg auf g, bei welchem die Ebene e, welche
durch Pgeht und auf g senkrecht steht, die Gerade g durchstésst.

e® Istdie Gerade g durch ein Gleichungssystem
(1) &a-x+byy+c-z+d;=0
(2) a-X+Dby-y+cy,-z+d,=0 gegeben, sosind (1) und (2) Gleichungen fir Ebenen, in
welchen g liegt und deren Schnittgebilde gleich g ist. Daher steht die Gerade g senkrecht
sowohl auf dem Normalenvektor (&, by, c;) der ersten als auch dem Normalenvektor (a,
b,, ;) der zweiten Ebene. Somit ist

G= (&, by, ¢;) x (&, by, ¢,) & (G, G,, G3) €in Richtungsvektor der Geraden g
und die darauf senkrecht stehende Ebene ¢ kann (well P e ¢) durch die Gleichung
(3) Gy x+Gyy+G3:2—(Gy:Py+ Gy Py + G3-P3) =0 beschrieben werden. Der Punkt
Qp ergibt sichasLosung Qy= (X, Y, z) desGleichungssystems (1), (2), (3).

e |Istdie Gerade g durch eine Parametrisierung
p:R—>R3:t——> A +1t-B gegeben, soist B=(By, By, B3) ein Normalen-
vektor der Ebene ¢, welche daher durch die Gleichung [P liegt auf ¢!]
(4) By:X+Byy+Bz-z- (By-P;+By-P,+Bj-P3) =0 beschrieben wird. Setzt man
(X, ¥,2) =Qyg=A +ty-B in diese Gleichung (4) ein, so hat man mit
Qu=(Qq, Qy, Q;) dieBeziehung
B1-Q+ByQy+B3-Q3—(By-P; +B,-P,+B3-P3) =0, a0
By (A1 +15:By) + By (Ay +15:By) + B3- (Ag+15-B3) -
(B;-P,+B,-P,+B3-P;)=0,ds0 <B|A> +1t5-<{B|B> — <B|P> =0, ds0
- <{B|P-A>
° <BIB>

QO:A+t0'B:A+

. Somit folgt

<BIP-A)

<eie> C

e Hat maneine Ebene ¢ € R3 und einen Punkt P e R3 gegeben, so kann man den Punkt P
auf die Ebene e projizieren, indem man einen Normalenvektor N = (N, N,, N3) der Ebene
e as Richtungsvektor eines Strahles durch P nimmt und den Durchstosspunkt Q dieses
Strahles durch die Ebene ¢ asProjektionvon P auf ¢ definiert.

® |st die Ebene ¢ durch eine Gleichung
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(¥*) aX+b-y+c-z+d=0 gegeben, sokannman N=(a b, c) wahlen.
e IstdieEbene ¢ durch eine Parametrisierung
() ¢:RZ— R3: (A, W) —>R+A-S+u-T (S T linear unabhangig) gegeben, so ist
N=SxT ein Normaenvektor der Ebene c. Der Projektionsstrahl hat in beiden Fallen die
Parametrisierung
(&) m:R —> R3:t—— P+ t-N. Im ersten Fall ergibt dies in die Ebenengleichung ()
eingesetzt die Gleichung a- (P; +t-Nq) + b- (P, +t-N,) + ¢ (P3 +t-N3) + d=0, woraus man
t=ty als
a-P+b-P,+c-P;+d

- a-Ny+b-N,+c-Ng
Im zweiten Fall, wenn a so die Ebene durch eine Parametrisierung

¢p:R2Z—> R3: (A, u) ——>P+A-S+pu-T mit Pe R3 gegebenist, kann man ver-
wenden, dass der Durchstosspunkt Q die Form Q=R+ Ay-S+ pg-T mit eindeutigen A,
Lo€ R haben muss. Andererseits gibt es ein eindeutig bestimmtes t;e R, sodass
Q=P+ t5-N. Wir haben also (komponentenweise) die drei Gleichungen

R+Xg-S+ug-T=P+13-N,aso 1y-S+ pg-T=P- R+ t5-N. Die innere Mul-
tiplikation mit N ergibt 1y <SIN> + g <TIND> =<{P-R|N)> +1t5- {N|N >, dso

. _<P-RIN)

° <NIND>

to=

bekommt.

Halbraume
® EineGerade g inder Ebene R? teilt diesein drei Teilmengen:
1.gc R?
2. Zu beiden Seiten der Geraden Halbraume Hy und H',.
e® EineEbene ¢ imRaum RR3 tellt diesenin drei Tellmengen:
l.e CR?2
2. Zu beiden Seiten der Ebene Halbréume H, und H'..

Bei Konstruktionen mit Zirkel und Lineal auf dem Papier oder der Tafel sind diese jewells zwel
Halbraume leicht auseinander zu halten. Bei Berechnungen hingegen bedarf es dazu eigener
V organgswei sen.

® Sei nuneine Gerade g in der Ebene R2 gegeben. Die beiden Halbraume Hg und
H'y kénnen nun folgendermassen auseinander gehalten werden:

e Wenn die Gerade g durch eine Gleichung a-x + b-y + c=0 gegeben ist, so gilt fir
einen Punkt P= (P, P,) € R2 einer der drel Félle

>0
<0
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Wir konnen dementsprechend definieren, dass P entweder im Halbraum Hj def. Hg?
(= positiver Halbraum), auf g, oderin H'y €f: Hy~ (negativer Halbraum) liegt.

Achtung: Multipliziert man die Gleichung mit einer Zahl )\ < 0, so werden die Halbrdume
Hg* und Hy~ miteinander vertauscht.

e WenndieGerade g durch eine Parametrisierung
¢:R—R2:t——>R+t-S mit S=(S;, S,) (0, 0) gegebenist,
so bilden wir den Normal envektor
S+ & (S, - S;), welcher aus S durch eine Drehung im Uhrzeigersinn um

Winkel mit Mass % aus S entsteht. Eine solche Drehung nennt man auch eine Drehung um
Winkel mit Mass % nach rechts. Ist nun P= (P, P,) € R2, so gilt einer der drei Falle
>0

{P-R,S+> {—O.
<0

Wir konnen dementsprechend definieren, dass P im Halbraum H def, HgreChts ( =rechter
Halbraum), auf g, oder in H'g def. HgIinks ( =linker Halbraum) liegt. Wir stellen uns vor,
dass wir auf der Geraden g in Richtung von S wandern, sodass also der Parameter t
ansteigt. Dann liegt der rechte Halbraum rechts von uns und entsprechend der linke Halbraum
links von uns.
Achtung: Multipliziert man den Richtungsvektor S in der Parametrisierung mit einer Zahl
A < 0 oder wahit man (man sollte sich aber auf eine Version festlegen!) S+ :&f (-S,, S))
(entsteht durch Drehung von S um Winkel mit Mass & nach links), so werden die beiden
Halbréume miteinander vertauscht.
Auf beiden Seiten einer Ebene ¢ im Raum R3 haben wir Halbréume H_ und H'..
e Wirddie Ebene ¢ durch eine Gleichung

a-Xx+b-y+c-z+d=0 beschrieben, und ist P= (Py, P,, P;) € R3 ein Punkt, so
liegt einer der Félle

>0
a-Py+b-P,+c-Py IZO vor.
<0
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Wir kénnen wieder dementsprechend definieren, dass P entweder im Halbraum H, &£
H.* (=positiver Halbraum), auf e, oderin H', 4. H_- (negativer Halbraum) liegt. Mul-
tipliziert man die Gleichung mit einer Zahl A < 0, so werden die Halbrdume H_* und H,~
miteinander vertauscht.

e Haben wir eine Parametrisierung

p:RZ— R3:(s;t) —> R+s-S+t-T (mit S, T linear unabhangigin R3) ge-
geben, so ist Sx T ein Normalvektor auf die Ebene (das Vorzeichen hangt von der Rei-
henfolge der Faktoren ab). Dieser Normalvektor zeigt in einen der beiden Halbraume H, bzw.
H'..Istnun P=(Py, P,, P3) € R3 ein Punkt, so liegt einer der Félle

r>0
{P-R|SxT) l :?) Vor.
<

Imersten Fall liegt P im Halbraum, inden Sx T zeigt. Im zweiten Fall liegt P auf der Ebene.
Im dritten Fall liegt P injenem Halbraum, inden Sx T nicht zeigt.

Zwei Geraden in der Ebene

e Hat man zwei Geraden g und h inder Ebene R2 durch Gleichungen

(1) a-x+by-y+c;=0und

(2) ay-x+ by, y+c,=0 gegeben, und sind (a;, by), (a, b,) linear unabhéngig, so
schneiden sich die beiden Geraden in jenem Punkt P= (P4, P,), welcher das Gleichungs-
system eindeutig |0st.

e Ist diezweite Gerade durch eine Parametrisierung

9:R—R2:t—> Q+t-R=(Q; +t-Ry, @, + t-R,) mit (-by, a), (Ry, Ry)
linear unabhéngig gegeben, so bekommen wir den Schnittpunkt P= (P4, P,), indem wir
X=Q;+t-R; und y=0Q, +t-R, indieerste Gleichung einsetzen, somit
8- (Qi+t-Ry) +by- (Qy+t-R,) +¢c;,=0 erhaten und daraust= - (a;- Qq + by-Q,)/
(8 -Ry + by -Ry) & t; berechnen. Dies ergibt dann den Schnittpunkt P=Q + ty-R.

® Ist aber auch die erste Gerade durch eine Parametrisierung

Y:R—R2:s——> S+sT=(S;+5T,S,+5 Ty mit (R, R,), (T4, Ty)
linear unabhéngig gegeben, so erscheint der Schnittpunkt P bei den Parameterwerten t=t,
und s=s,, welche die eindeutigen L 6sungen des Gleichungssystems
(*) Q+t-R=S+s-T[=Pl,aso Q;+t-R;=S;+s-T; [=P;] und Q,+t-R,=
S,+s:T, [=P,] sind. Der Punkt P ergibt sich dann sowohl durch P=Q + t;-R asauch
durch P=S+ s,- T. Die Berechnung erfolgt trickreich aus (*), indem man das innere Produkt
mit T+ & (- T, T,) bildetundso
(5) <QIT+>+<tR|T+H>=LST+ > + s T[T+, as0 <Q|T+> +t-<RIT+ )
= {S|T+ >, und somit
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_ YT+ >-<KQIT+>  <S-QIT+>

= bekommt .
<RIT+> <RIT+>

t:to

Eine Gerade und eine Ebene im Raum

e Hat man eine Gerade g und eine Ebene ¢ im Raum R3 gegeben und zwar durch
Gleichungen

(1) &a-x+byy+c-z+d;=0

(2) a-x+b,y+c,rz+d,=0

(3) &g-X+by-y+cz-z+d;=0,wobei (1) und (2) Gleichungen von Ebenen sind, deren
Schnitt die Gerade g ist und (3) die Ebene ¢ beschreibt, so bekommen wir einen
eindeutigen Schnittpunkt P= (P4, P,, P3) =(X,y, z) von g mit ¢ [wenn (ay, by, ¢;), (8,
b,, C5), (&g, b, c3) linear unabhangig sind] as Lésung des Gleichungssystems (1), (2),
(3).

e |Ist die Gerade g durch die Gleichungen (1) und (2) und die Ebene ¢ durch eine
Parametrisierung

p:R2— R3: (A, u)—>R+A-S+u-T (ST linear unabhéngig) gegeben,
soigt (&, b, c) & SxT ein Normalenvektor der Ebene e und somit
)" a&-x+b-y+c-z-(a@-R;+b"-R,+ c"-R3) eine Gleichung, welche die Ebene ¢
beschreibt. Wir bekommen einen eindeutigen Schnittpunkt P= (P, P,, P;) = (x,y, z) von g
mit ¢ [da (ay, by, ¢p), (8, by, Cy), (&7, b*, ") linear unabhangig sind] als Losung des
Gleichungssystems (1), (2), (3)".

e IstdieGerade g durch eine Parametrisierung

y:R —R2:r——> U+r-V mit V=(0,0,0) unddie Ebene ¢ durch die
Gleichung (3) gegeben, so erscheint der Schnittpunkt P beim Parameterwert r=r,, welcher
dieGleichung [U +r-V fir (x,y,2z) in (3) engesetzt]

ag- (U +r-Vqy) +Db3-(Us+r-V,) +C3- (Ug+r-V3) +dy=0 erflllt. Die Lésung
r=rgy ist eindeutig, wenn <(ag, bg, c3)|V > +=0, aso g nicht paralel zu ¢ liegt. Esist dann
P=U+ry-V.

e Sind schliesdlich sowohl die Gerade g durch eine Parametrisierung

y:R—R2:r——>U+r-V mit V=(0,0,0) asauchdieEbene ¢ durcheine
Parametrisierung

¢@:R2Z—> R3: (A, W) —>R+X-S+u-T (S, T linear unabhéngig) gegeben, so
erscheint der Schnittpunkt P bei den Parameterwerten r=rg, A = 1g, L = Lo, Welche die
eindeutigen L 6sungen des Gleichungssystems
(*) U+r-V=R+A-S+u-T [=P],ds0

U +r-Vi=R;+A-S+u-Ty [=Pq]

Uy +1-Vo=Ry+A-S+u-T, [ =P,]
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Us+r-V3=R3+A-S3+u-T3 [ =P3] sind.
Die L6sung ist eindeutig, wenn V, S, T linear unabhangig sind. Der Punkt P ergibt sich dann
sowohl durch P=U +ry-V asauch durch P=Q + s5- R+ t5-S. Wieder ein Trick: Ist
W & Sx T, und multiplizieren wir die Gleichung (+) innerlich mit W, so erhalten wir
CUWD +1r-KVIWD> =<RIW> +1-{SIW> + u- LT |W>,adso <U|W)> +
r-<VIW> =<R|W>, dso

r & ro=(CRIWD — KUIW)I(KV WD) = (KR = UWH)/(LVIW)

Symmetralen

e Sind zwei Punkte P= (P4, P,), Q=(Q4, Q) € R2 gegeben, so ist die
Streckensymmetrale der Strecke PQ durch
s={(%y): (% y),Pl=[(XY),Ql} S R2 definiert.

A

" (x,y)

Fir einen Punkt (x,y) der Streckensymmetrale gilt also |(x,Yy), P| =|(X,y), Q| unddies
ist genau dann der Fall, wenn |(x,y), P|2=|(X, y), Q|2, aso wenn

(% y) =Pl(X,y) = P> =<(x,y) = Ql(X,y) —Q), aso {(x, y)[(X, y)) -
2-{ (%, Y)IPY + {PIPY ={(x, Y| y) > = 2-{(x,y)|Q) + {Q|Q), aso wenn
- 2-{(xY)IP) + {PIPY = -2-{(x, Q) + {QIQ), dso
(+) 2:{(xy)IQ-P) + {P|P) - {QIQ)=0.

Damit ist die Streckensymmetrale durch die Gleichung einer Geraden g beschrieben.

@ Satz: Die Streckensymmetrale s steht senkrecht auf der Strecke PQ.
Beweis: Aus (*) geht hervor, dass Q — P ein Normalenvektor auf die Streckensymmetrale
ist.

@ Darauslasst sich eine Parametrisierung der Streckensymmetrale herleiten:

Q;P+t-(Q—P)l,mit

¢9:R—R2:t——
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(Q-P)+ & (P, - Q, Q- Py).

e Sind zwei Punkte P=(Py, P,, ,P3), Q=(Q;, Q;, Q3) € R3 gegeben, so ist die Strec-
kensymmetrale der Strecke PQ analog durch
s={(x,y,2):|(x,y,2), Pl =[(x,y, 2), Q|} definiert.

2\
(Xl y1 Z)/ \
/£

A P AN

Die analoge Rechnung wie vorhin fuhrt zur Gleichung einer Ebene ¢

(1) 2:{(xy,2|Q-P) + (P|P) - {Q|Q) =0,

welche die raumliche Streckensymmetrale beschreibt.

e Satz: Die Strecke PQ steht senkrecht auf der Streckensymmetrale s=e.
Beweis. Aus (%) geht hervor, dass Q — P ein Normalenvektor auf die Streckensymmetrale

S ist.

e Sind zwei Geraden g, h inder Ebene R2 gegeben, so sind die Winkelsymmetralen der
beiden Geraden durch

W={(xy):|(x,y),9]=[(X,y),h|} definiert.
e Sind die Geraden durch Gleichungen

a-X+Dby-y+c =0 bzw.

& -X+b,-y+c,=0 gegeben, so gehen wir zu deren Hesseschen Normalformen tber
und haben dann fur die Abstéande eines Punktes (x,y) € R2 von den Geraden die Formeln
a-X+byy+c & -X+byy+c,

0yl =2 N | e oy b= 2 E R
Auf den beiden Winkelsymmetralen liegen also jene Punkte (x, y) € R2, welche
al-lr(zflb-ﬁ c ‘ _ ‘ % ||X(;2b2bﬁ C2 ‘ , dso die Geradengleichung
) & '”X(gflb'f;ﬁ GQ_ 32")((;%23; H 2 oder die Geradengleichung
B (%] R e TR
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e Die beiden Winkelsymmetralen stehen aufeinander senkrecht. Das sieht man so:
Wir formen (+) und (%) umin

al a2 bl b2
_ , ~ VD |
( I (g, b)) I [l (&g, ) |l ) X ( I au bl [ (2w byl ) y +D;=0 bzw

& & ) ( by b, ) _

+ X+ + -y +D;=0.
[ HGagbyy | * ey by I @bl " @by | )Y 75

Jetzt konnen wir die Normalenvektoren N; und N, auf die beiden Winkelsymmetralen

einfach ablesen und deren inneres Produkt bilden. So folgt

<NgINg» =

_( a2 B a2 ) N ( b,? _ by? )_
I (g, b 12 Il (3, by) |12 I (&g, b)) 12 [l (8, by) |12
2+ by2 a2 + by?

= - =1-1=0.0
I (ag, by) (12 [l (ag, ) || 2

® Sinddie Geraden g und h durch Parametrisierungen

¢:R—R2:t— A +t-B bzw.

y:R —> R2:s—— C+s-D gegeben, so behandeln wir zuerst den Fall A=C. In
diesem Fall normieren wir die Richtungsvektoren B und D durch

B D
B Zd:ef —— und D* :‘g —_—
Bl IOl

Winkelsymmetralen durch y : R R2:tt A+t-(B"+D").

und erhalten Parametrisierungen der
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o Die Orthogonalitét der beiden Winkelsymmetralen lesen wir am inneren Produkt ihrer

Richtungsvektoren
{(B*+D")|(B"-D")>=<B*|B*> - <D"|D*>=1-1=0 ab.

e Haben wir die Voraussetzung A =C nicht zur Verfligung, so konnen wir fir einen Punkt
(X,y) € R2 rechnen

<B-|(xy)-A> <D+ |xy)-C>
(X, ¥), 9= und [(x,y), h|=
06y gl 1B~ [Cey). D=1
Und so bekommen wir die Geradengleichungen
Brloy —A> _ <Dy)=C) g die beiden Winkelsymmetralen.

I8~ - 1D~

Spiegelung, Reflexion und Brechung

® Isteine Gerade g inder Ebeneund ein Punkt P= (P;, P,) gegeben, so wird jener Punkt
P*= (P, P',) € R2, fur den die Gerade g die Streckensymmetrale von PP" ist, asder
um g gespiegelte Punkt P bezeichnet.

P

Wir berechnen zuerst die Projektion Q von P auf g wie gehabt. Dann ergibt sich
P=P+2.(Q-P)=2-Q-P.

® Analog spiegelt man einen Punkt P an einer Ebene ¢.
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e EineGerade g inder Ebene R2 kann an einer weiteren, dazu nicht parallelen Geraden h
gespiegelt werden. Dies fihrt zur gespiegelten Geraden ¢, sodass h zu einer Win-
kelsymmetralen von g und g wird. Die andere Winkelhalbierende ist dabei die zu h
normale Gerade durch den Schnittpunkt Q von g und h.

Bel Q entsprechend zusammengesetzte gerichtete Halbgeraden von g und g heissen ein
(Licht-)Strahl s mit Reflexionan h bei Q. Man spricht in dieser Situation (siehe Skizze)
vom Einfallswinkel oo = Ausfallswinkel o' undvom Lot auf h bei Q und von einer
Richtung des Strahls s, welcher sich aus einem eintreffenden Halbstrahl und einem
ausgehenden Halbstrahl zusammensetzt. Nun nehmen wir an, dass der eintreffende Halbstrahl
durch

¢:R—R2:t——> A +1t-B parametrisiert ist und der ausgehende Halbstrahl in der
Form

y:R —>R2:t+—— C+t-D parametrisiert werden soll.
Diese beiden Parametrisierungen sollen so sein, dass mit wachsendem t die beiden
Halbstrahlen in der vorgegebenen Richtung durchlaufen werden. Wir teilen den Richtungs-
vektor B des eintreffenden Halbstrahles in eine Komponente B, parallel zum Lot und eine
Komponente B, paralel zur Geraden h, indem wir einen normierten Normalenvektor N zu
h verwenden und so B,= <{N|B>»-N und B,=B - B,, dso B=
B, + B, bekommen. Wir sehen an der Formel fir B,, dass das Resultat dasselbe ist, wenn wir
N durch —N ersetzen.
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Der Richtungsvektor des ausgehenden Halbstrahlesist nun einfach D =B, — B,. Meist wird fur
C der Schnittpunkt Q von g und h gewahit.

e Dieraumliche Variante dieser Aufgabe entsteht durch Spiegelung einer Geraden g < R3 an
einer Ebene ¢ € R3. Bezeichnet nun N einen Normalenvektor der Ebene ¢, so bekommen
wir formal dieselbe Rechnung wieim ebenen Fall.

Beispiel: Der Tripelspiegel
Wir denken uns den positiven Oktanden durch 3 spiegelnde Viertelebenen vom Raum R3

abgeteilt.

X

Der eintreffender Lichtstrahl s habe den Richtungsvektor B=(a, b, c) mit a b,c<O0.

Die erste Reflexion mége am Punkt R in der vy, z-Ebene stattfinden. Danach hat der
Richtungsvektor des Lichtstrahlesdie Form B' = (—a, b, ¢), weil der Normalenvektor der vy,

z-Ebenein die Richtung der x-Achse zeigt. Die néchste Reflexion mge am Punkt S inder X,
z-Ebene stattfinden. Danach hat der Richtungsvektor des Lichtstrahles die Form B" = ( —a,
—-b, c), well der Normalenvektor der X, z-Ebenein die Richtung der y-Achse zeigt. Die letzte

Reflexion mége am Punkt T inder X, y-Ebene stattfinden. Danach hat der Richtungsvektor
desLichtstrahlesdie Form B" =(—a, —b, —c), well der Normalenvektor der y, z-Ebenein

die Richtung der z-Achse zeigt. Das bedeutet also, dass durch die dreifache Reflexion am
Tripelspiegel eine Umkehr des Richtungsvektors des Lichtstrahles bewirkt wird.

e Definition: Lauft ein Lichtstrahl durch ein optisches Medium mit dem Brechungsindex
n> 1 von einem Punkt A zu einem Punkt B, so bezeichnet man die mit n multiplizierte
Lange der Streckevon A bis B as die optische Weglange, die der Strahl von A nach B
durchl&uft.

e Minimalprinzip bei der Brechung:
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Geht ein Lichtstrahl von einem Punkt A in einem optischen Medium mit Brechungsindex n;

durch eine ebene Trennflache zu einem Punkt B in einem optischen Medium mit Bre-
chungsindex n,, so wird er bei jenem Punkt Q der Trennfléche gebrochen, fur den die Sum-

me
n-|Q—-A| +ny-||B-Q| =Min! ist.
Daraus folgt das Snellius’sche Brechungsgesetz:
Ny -sin (o) =ny-sin (o) [og, o, Sind die Masse der Winkel, welche der eintreffende
bzw. austretende Lichtstrahl mit dem Lot auf die Trennfléache einschliesst. |

A

ng

1

Trennfliche

Beweis: Wir suchen das Minimum der Funktion
F:IR—R:b——n-|[Q-A] +n,-[|B-Q| =n;-VZ+bB2+n,-\ /& + (@a-b)2
Esist bei jenem Wert von b zu finden, bei dem
0=F'(b)=n,. 2.b e 2-(a—b)
22+ b2 2-\JP - (a-Db)?

=ny-Sin(aq) —Ny-sin (o). O

e Wir nehmen nun an, dass der eintreffende Strahl durch
¢p:R—R3:t——> Q+t-U mit ||U| =1 parametrisiert ist und fordern, dass der

austretende Strahl durch
Y:R—R3:t——>Q+t-V mit |V| =1 parametrisiert werden soll.
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Weiterssei N mit ||N|| =1 einer der beiden Richtungsvektoren des Lotes. Nun zerlegen wir
U in eine Komponente U, parallel zum Lot und eine Komponente U. parallel zur
Trennflache, indem wir U, = <N|U>-N und U, =U-U,,adso U=U_+ U, bekommen.
Analog seien die Vektoren V,= <{N|V>-N und V.=V -V, adso mt V=
V., +V, definiert. Nunist sin (oq) = | U, ||, sin(ap) = || V.||, dso [Snellius]

VIl :n—; -[JU,|l, und weil V_ indieselbe Richtungwie U_ zeigt, haben wir
U, ny U

=1 10U - T

jo. g 1Y

n
V=V, -u,

Weltersist
V,= IV, -N=vVI-TV,[2-N und somit bekommen wir schliesdich

n 2
VvV = U T [ o N
_M oy 4T _(L'l - > N=
_nz.uT+ 1 nz.sm(ocl)) N=

n T o 2
= U= NI N+ T[S (o) N
2 2

Da |B|| =1 vorausgesetzt ist, haben wir ||F| =sin(a),undda ||B'| sein soll, haben
wir (siehe Skizze!) ||F'|| =sin(a'). Das Snelliussche Brechungsgesetz bekommt nun die
Form

(*) |:||'::.”” = % sodass fur die weitere Rechnung die Winkelfunktion Sinus eliminiert
ist, und somit bekommen wir
F F IFl
ey ; FE " T Tn

=%-(B+ <{B|N> -N). Aus dem rechtwinkligen Dreieck QUV lesen wir ab, dass

IN“l =B 2= |IF'||I2=+v1- [[F'||2 Esist der Einheitsvektor

N* __ <BIN>-N _  <BIN>-N
INT = T<BINS NI = 1<BIND |- [N =~ (89 (CBINX))N
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und somit

N= N

N IN*|l = —(sign (<BIN>))-VI=TF'[2-N.

Nun bekommen wir schliesslich B' =N* + F'. Wir bemerken, dass samtliche Berechnungen
ohne Zuhilfenahme von Winkel funktionen mdglich sind.

Aufgaben

o Gegeben sa eine Gerade g im Raum durch eine Parametrisierung
¢:R—R3:t——>P+t-a mit a=o.

Gesucht ist die Ebene ¢, welche senkrecht zur Geraden g liegt und die Gerade g im Punkt P

schneidet.

Losung: Sei x :&f (x,y, z). Nun liegt ein Punkt Qe R3 genau dann auf der gesuchten

Ebene ¢, wenn (Q - P) L a, alsowenn <Q — P|a> =0. Daher beschreibt die lineare Glei-

chung <x—P|a)> =0 die gesuchte Ebene ¢.

@ Gegeben sei ein Vektor ac R3 mit a= 0. Gesucht sind Vektoren b, ¢ € R3 mit b,
¢ == 0, sodass die drei Vektoren a, b, ¢ paarweise aufeinander senkrecht stehen und
Det (a : b : ¢) >0, dso ein sogenanntes Rechtsdreibein bilden.

L6sung: Wir entgehen der Qual der Wahl, indem wir einfach definieren

qo def f(—az,al,O) fadls a,a&,a+0
e fals i derkleinstelndexigt, firden a=0"

Offensichtlich gilt dann <a,a+ > =0 und wir kdbnnen daher b=a+ und ¢e=axa-
wéhlen.

® Gegeben sai die Gleichung a-x + b-y + c=0 einer Geraden g inder Ebene R2 mit (g,
b) == (0, 0). Gesucht ist eine Parametrisierung der Geraden.
L6sung: Sind (X4, y;) und (X,, X,) zwei Punkte auf der Geraden g, soist

v 2 (X, ¥1) — (X0, Vo) = (X; — X5, Y1 — ¥,) €N Richtungsvektor der Geraden.
Weiters gilt a-x; +b-y; +c=0 und a-x, + b-y,+ c=0. Esfolgt durch Subtraktion der
beiden Gleichungen a- (x; — X,) + b- (y; —y,)=0,ds0 <(a b)|v> =0. Damitist bisauf ein
Vielfaches » = (—a, b). Nun wahlen wir einen Punkt P= (P;, P,) auf der Geraden durch die
Vorschrift

P P(ab, ¢ & [(0,~chb) fdls a*0
"7 |l (cla0)  fdls a=0"

Somit bekommen wir fir die Gerade g die Parametriserung
¢:R—R2:t——P(ab,c)+t-(—ab).

® Gegebensa dieGleichung a-x+b-y+c-z+d=0 ener Ebene ¢ im R3 mit
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(a b, c)=+= (0,0, 0). Gesucht ist eine Parametrisierung dieser Ebene.
L ésung: Esist wiederum a % (@ b, c) ein Vektor, welcher normal auf die Ebene steht.
Dies sieht man so: Ist P ein beliebiger Punkt der Ebene, so folgt 0= {x|a)> + d=
x|a> — {Pla> + {Pla> +d=<x—-Pla) + {P|]a)> + d=[weil Pinder Ebeneliegt, ist
{Pla)> +d=0]=<x—PJa>. Nunist jeder Vektor, der parallel zur Ebene liegt, von der Form
x — P. Daher steht also a auf jedem solchen Vektor senkrecht. Daher sind die Vektoren
b:& ar und ¢ & axa+ paale zur Ebene, undist P ein beliebiger Punkt in der Ebene,

S0 besitzt diese die Parametrisierung
¢:R2Z—> R3: (A, u) —— P+ X-b+ p-e. Wir missen nur noch einen Punkt P der

Ebene finden, und dies geschieht durch folgenden Algorithmus:
(-d@a0,0) fdls a=0
(0, —d/b,0) fdls a=0 und b=0.

P=Q(a b, c,d) Jdef
1(0, 0, —c/d) fdls a=0 und b=0

® (Gegeben selen die Parametrisierungen zweier Geraden g und h durch
¢p:R—R3:t——>A+t-v bzw.

y:R — R3:t—— B+ t-w. Wir nehmen an, dass sich die beiden Geraden nicht
schneiden (man sagt, dass sie zueinander windschief liegen) und dass w, w nicht linear
abhéngig sind. Wir fragen nach den Punkten Pe g und Q € h, fur welche die Distanz |P,
Q| =minl.
L 6sung: Es gibt viele Lésungsansétze fur dieses Problem. Wir argumentieren so: Der Vektor
Q — P steht senkrecht auf den Richtungsvektoren v und w. Daher ist

Q- P=o0gp-vxmw mit einem passenden o< R. Weltersist

P=A+1t3-» und Q=B + 5,-Ww mit passenden s, tp€ R.

Somit haben wir flr ty, S, cg das System von drei linearen Gleichungen (pro Komponente
eine Gleichung)

() A+tyv+oy9xWwW=B+g-w.

Um g zu berechnen, konnen wir folgendermassen vorgehen:
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Das Skalarprodukt mit v x w ergibt
CApxwD +15- <puxw) + 0 {VxWPxW) =
{Blpxmw> +5- {w|vxmw>, aso
CAlpxw) +15-0+ oy {vxw|uxw)=
<{B|vxw> + -0, woraus
_ <Blvxmw) - <Ajuxw) _<(B-A)uxmw)>
“o= {vxw|vxwd T (uxw|pxw)d
Somit ist

folgt.

IP,QI=1Q-Pll =llog-vxw| =|ogl-[vxm]|.
Aber auch sy und ty; und somit P und Q sind aus dem Gleichungssystem (*) zu
berechnen.

® Gegeben sei eine Gerade g und ein Punkt P im RR3. Gesucht ist der Punkt Q auf der
Geraden g, welcher von P den kiirzesten Abstand hat. Weitersist |P, Q| gesucht.
Ldsung: Sel die Gerade g durch eine Parametrisierung
¢:R —>R3:t—— A +1t-v gegeben.

Der Vektor PQ steht senkrecht auf dem Richtungsvektor ®. Der Punkt Q hat die Form
Q=A +ty-v. Wir bestimmen daher t; so, dass <PQ|v> =0 gilt, und rechnen somit
0=<PQI|p)> =<P-A-ty-njv> =<P-Alv> —t5- {®|V)>, Woraus

_<P-Alv>

th= folgt.
0T oy 09
Esist daher
<P-Alv>
:A+7'
Q (oju>
Weltersist

|P, Q| =V <PQIPQ> =V<Q-PIQ-P).
e Gesucht ist die Spitze S eines Simplex ( =dreiseitige Pyramide), welches durch die

Eckpunkte A, B, C des Grundflachendreieckes ABC und die Kantenléngen u=||S-A|,
v=|S-B|, w=|S-C| laut Zeichnung gegeben ist.
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U s . ¢ Simplex

L dsung: Die Aufgabe hat zwei Lésungen, S und S', wobel die Gerade g durch S und S'
senkrecht auf der Grundflache ABC des Simplex steht. Es gilt ||A — S||2=u2, | B -
S||2=V2,||C - S||2=w?, dso
() <A-S|A-S)=<A|A> -2-{S|A) + {S|S) =17,
(1) <B-S|B-S)>=<BIB)> -2:<{S|B) + {S|S)=V?,
(#) <C-8|C-S)>=<C|C> -2-{S|C> + {SIS) =w2,
(%) = () bzw. (&) — (%) ergibt:
(1) 2-<SIA-B>=-w2+v2+ <{A|A> - <B|B),
(2) 2-{SIB-C>=-v2+w2+ <B|B> - LC|CD.
Die Bedingungsgleichungen (=), (%), (%) ergebendie Punkte S und S'. Ausihnen folgen
die [damit schwacheren Bedingungen] (1) und (2), welche zwei Ebenen Eg, und Ecqp
beschreiben, auf deren Schnittgerade g die Punkte S und S' liegen.Da S und S'
symmetrisch durch Grundflache ABC des Simplex liegen, steht die Gerade g senkrecht zu
dieser Grundfl&che. Wir bevorzugen fur die weitere Rechnung die schwéacheren Bedingungen
(1) und (2) gegeniber den starken Bedingungen (), (%), (%), weill (1) und (2) in S
lineare Gleichungen sind, aber im Gegensatz dazu (*), (%), (%) in S quadratische
Gleichungen sind. Nun berechnen wir den Fusspunkt F der Hohe von S aus auf das
Grundflachendreieck ABC. Die Ebene des Grundfldchendreickes steht normal zur
Schnittgeraden g. A — B ist ein Normalenvektor von Eg, und B — C ist ein Normalenvektor
von Ecqg. Daher ist

(a1 & (A-B)x(B-C)
ein Richtungsvektor von g und es beschreibt somit
3 <<xY,2|(A-B)x(B-C)p=

R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil2 27. August 1956



225

{C|(A-B)x (B-C)>=<C|AxB>=
Det (A, B, C) die Ebene des Grundflachendreieckes. Zusammen mit [setzt man (x,y, z) fir
Sin (1) und (2), sogewinnt man ein Gleichungssystem (1), (2)* fir g]
(1" <xy,2|A-B>=%-(-w2+v2+ {A|A> - <B|BD),
(2)" {(x,y,2)|B-C>= % (=v2+w2+ <B|B> — <C|C>) haben wir nun ein lineares
Gleichungssystem (1)*, (2)*, (3)* fur den eindeutig gegebenen Fusspunkt F. Nun betrachten
wir das rechtwinklige Dreieck CFS [bzw. CFS'], und lesen daraus ab

IF-Cli2+ IS- Fll2=w? dso

IS Fll =VwZ=TF - Cl|2
Darausfolgt schliesdich

(A-B)x(B-0C)
S=F+||S-F-: :
IS=FI- 1 a-B)x@-0)
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Gegenwinkel; 13

Geodreieck; 149

geographische Breite; 38

geographische Lange; 38

geographischen Koordinaten auf einer Kugelfléche; 37
geometrische Bedeutung der Multiplikation mit einem Skalar, des inneren Produktes und des
Kreuzproduktes; 15

Gerade g auf einer Ebene £ im Raum normal; 169
Gerade in der euklidischen Ebene; 4

Geraden im Raum; 166

Geraden paralld; 162

Gerichtete Winkel; 27

Geschwindigkeit; 167

gleichschenkdig; 21

Gleichschenkelige Trapeze; 23

gleichsatig; 21

Gleichung der Ebene; 161

Gleichung der Geraden; 161

Gleichung eines Kreises; 30

Gleichungen; 161

Gleichungssystem; 161

Goldene Zahl; 49

goldene Dreieck; 21

Goldenen Schnitt; 48
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Grosskreis; 33; 37

Grundbegriffe; 161

Grundriss; 166

Halbmesser; 30

Halbréume; 175

Hauptlinien; 166

Hauptpunkt; 125

Hauptsatz Uber die Umkehrung der Winkelfunktionen; 10
Heinrich Dorrie; 54

Heronsche Formel; 146

Hessesche Normalform einer Ebene; 173
Hessesche Normalform einer Geradengleichung; 172
Hexaeder; 43

Hohenlinien; 166

Hohensatz; 68

Hohenschnittpunkt eines Dreieckes; 147
homologer Schreibweise; 20

HUS; 151

Ikosaeder; 43

Inkreismittel punkt; 148

Innenraum der Sphére; 40

innere Tangente; 118

inneren Punkt; 120

Intervall; 40

Inversion am KreisD; 115

Inzidenz; 4

Isometrie; 100

Kaette, 46

Kante, 43

Kanten des konvexen Polyeders; 45
Kantenzahl; 43

Kathetensatz; 68

Kettenbruch; 49

Klassfikation der Dreiecke; 20

kleine Napoleon; 155

Kleinkreis; 37

Kochanski; 160

kohérent; 3

Komplementéarwinkel; 13

kongruent; 104

Kongruenzabbildungen; 104
Kongruenzsatze; 105

Konstruktion des (regel massigen=regularen) Fiinfeckes, 50
Konstruktion des Goldenen Schnitts mit Zirkel und Lineal; 49
Konstruktion mit Zirkel und Lineal; 71
konvex; 17

Konvexe Mengen; 17

Konvexe Vierecke; 21

konvexe n-Ecke; 18

konvexe Polyeder; 18

konvexes Polyeder; 45

konvexes Polygon; 17

K oordinaten-Geometrie; 161
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Kreis als geometrischer Ort; 123
Kreis-Potenz eines Punktes; 119
Kreisabschnitt; 31

Kreisausschnitt; 31

Kreisflache; 30

Kreidinie; 39

Kreuzprodukt; 7

Kreuzriss; 166

Kugel; 39

Lange einer Strecke; 7

Lindemann; 160

linear homogenen Funktion; 164
linear inhomogenen Funktion; 164
lineare Abbildung; 8

lineare Scherung; 16

lineare Untermannigfatigkeiten; 161
m Uhrzeigersinn; 8

Major; 48

Malfatti-Kreise; 156

Malfatti; 157

Mantellinie eines Kegels; 162

Mass eines Winkels; 8
Meriadiankreis; 37

Meridian; 33

Meridianhalbkreis, 37

Meridiankreis; 37

merkwurdigen Punkte eines Dreieckes; 147
Minimalprinzip bei der Brechung; 183
Minor; 48

Mittelpunkt von A und B; 8

Mittel punkt; 30

Mittendreieck; 151

Modellierung; 2

n-dimensionalen Sphére; 40

nach links geschlitzte Ebene; 10
Nebenwinkel; 13

Nicht konvexe Vierecke; 21

nnere Produkt; 7

Nordpol; 33

Normalen auf Geraden und Ebenen; 169
Normalenvektor; 169

Normalwinkel; 14

normierte baryzentrische Koordinaten; 159
Nullmeridian; 33

Oktaeder; 43

optische Weglange; 183

orthogonal schneidende Kreise; 125
orthogonal trilineare Dreieckskoordinaten; 159
orthogonal es Rechtsdreibein; 170
parald; 4

Parallelenaxiom der euklidischen Geomerie; 6
Parallelogramm; 22

Parallelwinkel; 14
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Parameterbereich; 167

Parametrisierung einer Ebene im Raum; 168
Parametrisierung eines Kreises; 30
Parametrisierung; 6

Parametrisierungen; 161; 166
Pentagon-Dodekaeder; 43

Peripherie; 30

Peripheriewinkel; 127

Pierre de Varignon; 69

Platonische Korper; 43

Polarkoordinaten; 10

Polygone; 17

Potenz-Zentrum; 125

Potenz; 119

Potenzform; 120

Produkt des Vektors A mit dem Skaar |; 7
Projektion dieses Punktes auf die Gerade g; 174
Projektionvon Pauf g; 174

Ptolemeus; 109

Ptolemeus’sche Ungleichung; 140

Punkt P an einer Ebene ¢ gespiegelt; 181
Punkte der euklidischen Ebene; 4
Punktspiegelung; 102

Pythagoréischer Lehrsatz; 68

Quadrat; 22

Quadratur des Kreises; 160

Radius; 30

Rang; 162

réumliche Streckensymmetrale; 179
Raumwinkel.; 36

Raumwinkel; 36

Raute; 23

Rechteck; 22

rechter Winkel; 13

Rechtwinkelige Dreiecke; 20

regelmassige Zehneck; 47

regulére Pentagramm; 53

regulére Siebzehneck; 54

reguléres n-Eck; 43

Rhombus; 23

Richtungs-; 168

Richtungsvektor der Geraden; 4
Richtungsvektor der Geraden; 167

Satz des Ptolemeus; 140

Satz vom Aussenwinkel beim Sehnenviereck; 130
Satz vom Diagona enschnittwinkel im Sehnenviereck; 131
Satz von Casey; 141

Satz von den Mittensenkrechten beim Sehnenviereck; 131
Satz von der inneren Winkel halbierenden; 150
Satz von Napoleon; 155

Scheitelwinkel; 13

Scherung; 16

Schnittgebilde; 4
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Schnittgerade; 161

Schnittpunkt; 6

Schnittsehnensatz; 125

Schnittwinkel bei Kreisen; 31
Schnittwinkel zweier Geraden; 12
Schwerlinien; 148

Schwerpunkt; 148

Sechsflachner; 43

Segment; 31

Sehne; 30

Sehnensatz; 120

Sehnenviereck; 129

Seiten-Satz vom Tangentenviereck; 142
Sekanten-Tangentensatz; 121
Sekantensatz; 121

Sektor; 31

Selbstahnlichkeit; 115
Semiperimeter; 149
Simson/Wallace-Gerade; 147
Simson; 147

Sinusdesvom Vektor A zum Vektor B fuhrenden Winkels; 11
Sinus; 11

Sinussatz; 12

Sinussatz; 144

Snellius'sche Brechungsgesetz; 183
Speziaformen fir Geradengleichungen; 163
Sphéareim R4; 40

Spiegelung; 8

Spiegelungen an einer Geraden; 102
Spiegelungen durch einen Punkt; 102
Spiegelungen; 100

Spitzwinkelige Dreiecke; 20

Spuren; 166

SSS; 105

SSW; 105

stehen aufeinander normal; 169
Steigung in Prozenten; 164

Steigung; 164

Sterradian; 37

Strahlensétze; 58

Strahls, welcher P auf g projiziert; 174
Streckevon A nach B; 7
Streckensymmetrale der Strecke PQ; 178
Streckungsfaktor |; 64

Stufenwinkel; 14

Stumpfwinklige Dreiecke; 20
supplementér; 13

SWS; 105

Symmetralen; 178

Symmetrien; 103

Tangens, 165

Tangente an einen Kreis; 117
Tangenten an zwel Kreise; 118
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Tangentenviereck; 129

Tetraeder; 43

Thaleskrels; 128

Trandation; 101

Trandationen; 100

Transzendenz von =; 160

Trapez; 23

Tripelspiegel; 182

Umfang; 30

Umkehrung des Peripheriewinkel satzes, 128
Umkehrung des Satzes vom Aussenwinkel beim Sehnenviereck; 131
Umkreis eines Dreieckes; 144
Umkreis-Inkreis-Formel von Lazare Nicolas Marguérite CARNOT; 132
Umlaufsinn; 24

Umlaufsinn; 102

Van Aubel”s Satz Uber Vierecke; 156
Vektoren und Winkel im R2; 7
vektorieller Schreibwel se dieses Gleichungssystem; 162
Vierflachner; 43

Vollsphére; 40

Vorbereitungdemma; 59

Walace; 147

windschiefe Gerade; 186

Winkel des Masses a; 33

Winkel im R3; 36

Winkel in der Ebenge; 10

Winkel; 8

Winkelsummeim Dreieck; 24
Winkelsumme im konvexen n-Eck; 25
Winkelsumme im konvexen Viereck; 25
Winkelsymmetralen; 148; 179
Winkeltreue; 116
Wittenbauer-Parallelogramm; 153
WSW; 105

Wirfel im R, 42

Wirfd; 43

Zeitpunkt; 166

zentrale Ahnlichkeit; 107

zentrale Ahnlichkeitsabbildung; 107
zentrale; 64
Zentri-Peripheriewinkelsatz; 127
zentrisch ahnlich; 107

zentrisch symmetrisch; 103

Zentrische (zentrale) Ahnlichkeit; 107
Zentrische Steckung; 64

zentrische Spiegelung; 102
Zentriwinkel-Satz vom Tangentenviereck; 143
Zentriwinkel; 30

Zentriwinkel; 127

Zentrum; 30

zueinander dhnlich; 109
Zwanzigflachner; 43
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zwischen zwei Punkten A und C; 8
zyklisches Viereck; 129
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