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Teil 2

Punkte, Geraden, Kreise,
Ebenen

Isometrien und Ähnlichkeiten

Wir erinnern daran, dass  (x

y
)¢(x, y).

Isometrien

Definition: Eine Abbildung  J:¸2–¸2:x—J(x)  heisst eine Isometrie, wenn
|x, y|=|J(x), J(y)|  für alle  x, yæ¸2  gilt.

Geometrisch wichtige Isometrien sind die Translationen, die Drehungen und die Spiegelungen.

Satz: Eine Isometrie  J:¸2–¸2  ist gegeben, wenn man die Bilder
J(A), J(B), J(C)  von drei Punkten   A, B, Cæ¸2, welche nicht auf einer Geraden

liegen, kennt.

Beweis: Das Dreieck  J(A)J(B)J(C)  hat dieselben Seitenlängen wie das Dreieck  ABC. Es
gilt also

|A, B|=|J(A), J(B)|, |B, C|=|J(B), J(C)|, |C, A|=|J(C), J(A)|.
Für jeden weiteren Punkt  Pæ¸2  gilt dann

|A, P|=|J(A), J(P)|, |B, P|=|J(B), J(P)|, |C, P|=|J(C), J(P)|.
Daher ist das Dreieck  J(A)J(B)J(P)  nach dem SSS-Satz konstruierbar [wobei es zwei
Lösungen für  J(P)  gibt] , und J(C)  dient nur dazu, die richtige Lösung für  J(P)  auszu-
wählen.
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J(B)

Erhaltung des Umlaufsinnes

J(A)

J(P)

J(B)

Umkehrung des Umlaufsinnes

G057
B

A

J(A)

J(P)

J(C)

falsche
Lösung

J(C)

C

P

Urbild

Translationen
Eine Translation hat rechnerisch die Form

T:¸2–¸2:(x, y)—(x, y)+(x, h)
mit einem beliebigen, aber fest gewählten  (x, h)æ¸2.

(x, h)

G058

Drehungen
Eine Drehung um den Ursprung mit einem Winkel vom Mass  a  hat rechnerisch die Form

 D:¸2–¸2:(x

y
)—( cos (a)

-sin (a)

sin (a)

cos (a)
).(x

y
).
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G058

P@

R@

P

R

a

O

Eine Drehung um den Punkt  (x, h)  mit einem Winkel vom Mass  a  hat rechnerisch die Form

D:¸2–¸2:(x

y
)—( cos (a)

-sin (a)

sin (a)

cos (a)
).((x

y
)-(x

h
))+(x

h
).

Eine spezielle Drehung ist die Drehung um einen Punkt  P=(x, h)  mit einem Winkel vom
Mass  180o.

 

P

R

R@

(x, h)

G058

P@

Diese spezielle Drehung mit einem Winkel mit Mass  180o  um den Punkt  P=(x, h)  wird
auch als Punktspiegelung oder zentrische Spiegelung durch  P  bezeichnet.

Spiegelungen
Wir unterscheiden zwischen zentrischen Spiegelungen durch einen Punkt  P (Punktspiegelung)
und Spiegelungen an einer Geraden  g  (Achsenspiegelung). Die Funktionaldeterminante der
Spiegelung um eine Gerade  g  hat den Wert  -1.
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G058

P@

R@
R

P

g

Spiegelungen an Geraden drehen den Umlaufsinn von Dreiecken, Kreisen,9  um.

Die zentrische Spiegelung ist im  ¸2  gleich der Drehung um  P  mit einem Winkel vom Mass
180o  [im  ¸3  ist die zentrische Spiegelung keine Drehung um  P  und dort hat sie auch die
Funktionaldeterminante  -1].
Wir geben nun einen Algorithmus an, mit dem man im  ¸2  um eine Gerade  g  spiegeln kann.
Zuerst überlegen wir uns, dass die Spiegelung um die  y-Achse rechnerisch die Form

S:¸2–¸2:(x, y)—(-x, y)  hat.
Sei nun  gœ¸2  eine beliebige Gerade. Diese Gerade ist entweder parallel zur  y-Achse, oder
sie hat eine Steigung  k=tan (a).

a

90-a

x0
g

G058

Nun drehen wir um den Ursprung mit dem Winkel mit Mass  90-a, und erreichen so, dass
die Gerade parallel zur  y-Achse ist und die Gleichung  x=x0  hat.
Dies geschieht durch die Abbildung

D:¸2–¸2:(x

y
)—( cos (90-a)

-sin (90-a)

sin (90-a)

cos (90-a)
).(x

y
).

Ist sie vom Anfang an parallel zur  y-Achse, so entfällt dieser Schritt. Nun verschieben wir in
Richtung der  x-Achse parallel
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P:¸2–¸2:(x, y)—(x-x0, y),
sodass die Gerade mit der  y-Achse übereinstimmt. Nun kommt es zur Spiegelung  S  um die
y-Achse, dann wird die Parallelverschiebung durch

P-1:¸2–¸2:(x, y)—(x+x0, y)
rückgängig gemacht und zuletzt mit

D-1:¸2–¸2:(x

y
)—(cos (a)

sin (a)

-sin (a)

cos (a)
)

die Drehung um den Ursprung.

Satz: Jede beliebige Isometrie  J:¸2–¸2  lässt sich als eine Hintereinanderausführung
einer Translation, einer Drehung und einer Spiegelung gewinnen.
Beweis: Falls die Isometrie eine Umkehrung des Durchlaufsinnes hat, wählen wir für  S  die
Spiegelung

S:¸2–¸2:(x, y)—(-x, y).
Falls keine Änderung des Durchlaufsinnes vorliegt, wählen wir für  S  die Identität

S:¸2–¸2:(x, y)—(x, y).
Sodann ist   S-1°J=S°J  ebenfalls eine Isometrie. Bei dieser Isometrie liegt keine Änderung
des Durchlaufsinnes vor. Es ist dann mit  A≠S-1°J(0, 0), die Funktion

T:¸2–¸2:(x, y)—(x, y)+A
eine Translation, und daher ist  T-1°S-1°J:¸2–¸2  wiederum eine Isometrie, welche
den Umlaufsinn erhält und den Ursprung fest lässt. Nun wählen wir  a  so, dass

T-1°S-1°J (1

0
)=( cos (a)

-sin (a)

sin (a)

cos (a)
).(1

0
)=(cos (a)

sin (a)
) .

Dann ist mit der Drehung

D:¸2–¸2:(x

y
)—(x

y
).( cos (a)

-sin (a)

sin (a)

cos (a)
)  die Abbildung

D-1°T-1°S-1°J:¸2–¸2  die Identität, und somit gilt  J=S°T°D. ˝

Symmetrien

Definition: Eine Figur heisst zentrisch symmetrisch bezüglich eines Punktes  P,
wenn sie bei der Punktspiegelung durch  P  in sich selbst übergeführt wird [die Punktspiege-
lung um  P  ist eine Drehung um 180o  um  P]. Eine Figur heisst achsial symmetrisch
bezüglich einer Geraden  g (FSymmetrieachse), wenn sie bei der Achsenspiegelung
um  g  in sich selbst übergeführt wird.

Beispiele:
1. Das skizzierte regelmässige Fünfeck ist nicht punktspiegelungssymmetrisch bezüglich
jeden Punktes  Pæ¸2. Aber es ist achsenspiegelungssymmetrisch bezüglich fünf Geraden
durch den Mittelpunkt.
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G050

2. Das skizzierte Quadrat ist punktspiegelungssymmetrisch bezüglich seines Mittelpunktes und
es ist achsenspiegelungssymmetrisch bezüglich vier Geraden durch seinen Ursprung.

G050

3. Die Einheitkreislinie ist punktspiegelungssymmetrisch bezüglich des Ursprunges als Zen-
trum und sie ist achsenspiegelungssymmetrisch bezüglich jeder Geraden durch den Ursprung.

Übung: Geben Sie weitere Figuren  Fœ¸2  an, welche die gleichen Spiegelungseigenschaften
wie der Einheitskreis haben.

Definition: Zwei Figuren im  ¸2, welche durch eine Isometrie ineinander übergeführt werden
können, heissen kongruent. Daher heissen die Isometrien auch Kongruenzabbildungen.
Eine Isometrie, bei der keine Umkehrung des Richtungssinnes auftritt, heisst eine  Bewegung
im ¸2 (die Bewegungen sind aus Translationen und Drehungen zu gewinnen).

Eine gruppentheoretische Behandlung ohne ausführliche Behandlung von fachspezifischen An-
wendungsbeispielen der Isometrien der Ebene bringt in der Schule nicht viel. Sie ist aber
wichtig für die Chemie, Mineralogie, Physik, Biologie und Aesthetik.
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Die Kongruenzsätze

Man kann entweder die Kongruenzsätze (S≠Seiten, W≠Winkel) als Definition der
Kongruenz zweier Dreiecke verwenden:
Definition: Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn

1. SSS:Wenn sie in drei Seiten übereinstimmen.
2. SWS :Wenn sie in zwei Seiten und dem von diesen Seiten eingeschlosse-
nen Winkel übereinstimmen.
3. SSW :Wenn sie in zwei Seiten und dem der grösseren Seite gegenüber-
liegenden  Winkel übereinstimmen.
4. WSW :Wenn sei in einer Seite und den dieser Seite anliegenden Winkeln
übereinstimmen.

Oder man kann die Kongruenz von zwei Dreieckecken als deren Deckungsgleichheit de-
finieren. Dann werden die Kongruenzsätze zu Theoremen. Die zweite Methode ist meiner Mei-
nung nach (und wohl auch nach der überwiegenden Meinung der Lehrer) die bessere. Das
erklärt auch den Namen Kongruenzsätze.

Der Beweis der Kongruenzsätze ist aber in der Schule überflüssig, weil diese Sätze nämlich un-
mittelbar einsichtig sind, oder durch den Gebrauch rasch unmittelbar einsichtig werden.

Den 4 Kongruenzsätzen entsprechen 4 Konstruktionen von Dreiecken:

1.SSS: Das Dreieck ist durch die Längen der drei Seiten  a, b, c  gegeben.
Achtung: Damit ein solches Dreieck überhaupt existiert, müssen die Dreiecksunglei-
chungen erfüllt sein:  a+b>c, b+c>a, c+a>b.

 

A
B

C@

C

a
b

c

G059

Das Dreieck  ABC@  ist kongruent zum Dreieck  ABC, weil es durch Spiegelung aus ABC  her-
vorgeht.

2.SWS:  Das Dreieck ist durch zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel ge-
geben.
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G059

3.SSW:  Das Dreieck ist durch zwei Seiten und dem der grösseren Seite  g  gegenüberliegen-
den Winkel gegeben.

k

g

G

h

R

K

G059

Man zeichnet zuerst die Gerade  h, auf der eine Dreiecksseite liegen soll. Dann wählt man auf  h
den Dreiecks-Punkt  G, von dem aus der gegebene Winkel abgetragen wird. Nun wird die
kleinere Seite  GR  mit der Länge  k  abgetragen. Das ergibt den Dreieckspunkt  R. Sodann
zeichnet man einen Kreis mit der Länge  g  der grösseren Seite als Radius. Das ergibt den
dritten Dreieckspunkt  K  auf  h.
Achtung: Ist der der kleineren Seite gegenüberliegende Winkel gegeben, so gibt es zwei zu-
einander nicht kongruente Lösungen.

k

g

k

G059

4.WSW:  Das Dreieck ist durch eine Seite und die beiden anliegenden Winkeln gegeben.
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G059

Den 4 Kongruenzsätzen entsprechen 4 Berechnungen von Dreiecken:
Dabei betrachten wir ein Dreieck als berechnet, wenn die drei Seiten und die drei Winkel be-
kannt sind.
1. SSS: Sind z.B.  a, b, cæ�  so gegeben, dass die Dreiecksungleichung erfüllt ist, dann
berechnen wir mit dem Cosinussatz

a2=b2+c2-2.b.c.cos (a)  den Winkel  a.
Mit dem Sinussatz

a:b:c=sin (a):sin (b):sin (g)  berechnen wir noch die Winkel
b, g (natürlich könnten wir auch wieder den Cosinussatz bemühen).

2. SWS: Sind z.B. a, b  und  g  gegeben, so rechnen wir mit dem Cosinussatz
c2=a2+b2-2.a.b.cos (g)

die Seite  c  aus. Mit dem Sinussatz berechnen wir die weiteren Winkel.
3. SSW: Sind z.B.  a, b  mit  a≥b  und  a  gegeben, so rechnen wir mit dem Sinussatz

a:b=sin (a):sin (b)  den Winkel  b  aus und haben wegen
a+b+g=180o  auch  g.

Wir können nun mit Cosinussatz oder dem Sinussatz  c  berechnen.
4. WSW: Sind z.B.  a, b  und  c  gegeben, so ist

g=180o-a-b. Mit dem Sinussatz können nun  a  und  b  berechnet werden.

Bemerkung: In älteren Lehrbüchern findet man den sog. Tangenssatz, welcher seit der Ein-
führung der Computer obsolet ist. Er eignet sich für Berechnungsmethoden, welche das
logarithmische Rechnen mittels Logarithmustabellen ins Spiel bringen.
Der Tangenssatz lautet für ein Dreieck mit den Seiten  a, b, c  und den Winkeln  a, b, g:

a+b
a-b

=
tan

a+b

2

tan
a-b

2

  bzw.  tan (a/2)=√(s-b).(s-c)
s.s(s-a)

.

Aufgabe: Ist  ABCD  ein Viereck mit  |A, B|=|C, D|  und  |A, D|=|B, C|, so gilt
AB…CD  und  AD…BC, d.h. das Viereck ist ein Parallelogramm.

Lösung:
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A
B

C
D

a

a

b

b

g

g

G248

Die Dreiecke  ABD  und  CDB  haben entsprechende Seiten gleich und sind daher kongruent.
Daher treten die Winkel  a, b, g  wie in der Skizze angedeutet jeweils zweimal auf. Aus dem
Dreieck  BCD  lesen wir  a+b+g=180o  ab. Daher ist

a=180o-(g+b), und somit ist  AD…BC.

Ähnliche Dreiecke

Definition: Zwei Dreiecke sind (allgemein) ähnlich, wenn sie in den entsprechenden Winkeln
übereinstimmen.

Beispiel:

G149

A

B

C

H

a

a

b

Das Dreieck  ABC  ist rechtwinkelig. Der Punkt  H  ist der Höhenfusspunkt der Höhe  hC. Nun
ist das Dreieck  ABC  zum Dreieck  CBH  ähnlich. Dies sieht man so: Der Winkel  a  tritt bei  A
auf und als Normalwinkel dazu als ∠ HCB  auf. Der Winkel  b  tritt bei beiden Dreiecken bei  B
auf. Der rechte Winkel tritt als  ∠ ACB  und als  ∠ CHB  auf. Weiters ist das Dreieck  ABC
zum Dreieck  CAH  ähnlich, denn auch das Dreieck  CAH  ist rechtwinklelig und der Winkel
a  ist auch ein Innenwinkel von  CAH.

Ähnlichkeitsabbildungen
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Zentrische (zentrale) Ähnlichkeit

Definition: Sind  F  und  F@  geometrische Figuren in der Ebene (Punktmengen)  und ist
eine bijektive Abbildung

z:F–F@
so gegeben, dass korrespondierende Punkte  PæF   und  z(A)=P@æF @  auf einem
"Ähnlichkeitsstrahl"  sP  liegen, wobei
(1) für alle Ähnlichkeitsstrahlen  sP  mit  PæF  diese Strahlen durch einen gemeinsamen
Punkt  Z, dem "Ähnlichkeitszentrum"  gehen und
(2) für alle Punktepaare  (P, Q)  mit  P, QæF  die Geraden  PQ  und  P@Q@  parallel sind, so
sagt man dass, die Figuren  F   und  F @  zentrisch ähnlich mit dem (bezüglich des)
Ähnlichkeitszentrum  Z  sind.  Die Funktion  z  wird zentrale Ähnlichkeitsabbildung oder kurz
"zentrale Ähnlichkeit" genannt.

G058

Z

P

Q

P@

Q@

sP

G058

P

Q

Z

P@

Q@sP

Das Konzept der zentralen Ähnlichkeit erlaubt eine effiziente Anwendung der Strahlensätze. Es
gilt nämlich:
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Sind  P1, P2, P3, P4   Punkte aus  F  mit  P1£P2  und  P3£P4  und sind  P1@, P2@, P3@, P4@
die entsprechenden Punkte aus  F@, so gilt
(3) |Z, P1|:|Z, P1@|=|Z, P2|:|Z, P2@|=|Z, P3|:|Z, P3@|=

=|Z, P4|:|Z, P4@|,
weiters
(4) |Z, P1|:|Z, P2|:|Z, P3|:|Z, P4|=|Z, P1@|:|Z, P2@|:|Z, P3@|:|Z, P4@|,
weiters
(5) |P1, P2|:|P1@, P2@|=9=|P3, P4|:|P3@, P4@|
und
(6) |P1, P2|:|P3, P4|=|P1@, P2@|:|P3@, P4@|.

Beweis: O.B.d.A. können wir annehmen, dass die Konfiguration wie in der folgenden Skizze
gegeben ist.

G214

P1@

P2@

P3@

P4@

P1

P2

P3

P4

Z

Mit dem  1.-ten Strahlensatz bezüglich des Zentrums  Z  lesen wir  (3)  ab:
|Z, P1|:|Z, P1@|=|Z, P2|:|Z, P2@|=|Z, P3|:|Z, P3@|=
=|Z, P4|:|Z, P4@|.

Daraus folgt z.B.
|Z, P1|:|Z, P2|=|Z, P1@|:|Z, P2@|, also  (4).

Aus dem 2.-ten Strahlensatz mit Zentrum  Z  lesen wir ab:
|Z, P1|:|Z, P1@|=|P1, P2|:|P1@, P2@|,
|Z, P2|:|Z, P2@|=|P2, P3|:|P2@, P3@|

und wegen
|Z, P1|:|Z, P1@|=|Z, P2|:|Z, P2@|  ist
|P1, P2|:|P1@, P2@|=|P2, P3|:|P2@, P3@|9, und somit gilt  (5).

Schliesslich folgt aus
|P1, P2|:|P1@, P2@|=9=|P3, P4|:|P3@, P4@|  die Beziehung
|P1, P2|:|P3, P4|=|P1@, P2@|:|P3@, P4@|, also  (6). ˝
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Die Gleichung  (6)  ist die bei weitem wichtigste Eigenschaft von zentralen Ähnlichkeiten.
Man formuliert sie lose, indem man sagt:
"Zentrale Ähnlichkeiten erhalten die Proportionen."
Der Faktor

l≠|Z, P1|:|Z, P1@|=|P1, P2|:|P1@, P2@|,
welcher nicht von der Wahl von  P1, P2  abhängt, heisst  "Ähnlichkeitsfaktor von  z".

Eine spezielle zentrale Ähnlichkeitsabbildung mit dem Zentrum  Z=(0, 0)  ist
z:¸2–¸2:x—l.x.

Die Zahl  |l|>0  ist dabei der Ähnlichkeitsfaktor.

Eine allgemeine Ähnlichkeitsabbildung entsteht durch die Hintereinanderausführung von
endlich vielen Isometrien und zentralen Ähnlichkeitsabbildungen.

Zwei Figuren heissen zueinander ähnlich, wenn sie durch eine allgemeine Ähnlichkeitsab-
bildung auseinander hervorgehen.

Ähnlichkeit von Kreisen

Satz: Das zentral ähnliche Bild eines Kreises ist wiederum ein Kreis.
1. Beweis (rechnerisch): Wir dürfen  o.B.d.A. annehmen, dass der Kreis  k  durch

k:[0, 2p]–¸2:t—(M1, M2)+r.(cos (t), sin (t))  parametrisiert ist und
dass das Ähnlichkeitszentrum  Z=(0, 0)  ist. Weiters sei eine Zahl  l>0  als Ähn-
lichkeitsfaktor gegeben. Dann ist das ähnliche Bild  k@  des Kreises  k  durch

k@:[0, 2p]–¸2:t—(l.M1, l.M2)+r.l.(cos (t), sin (t))
 parametrisiert und daher ebenfalls ein Kreis. ˝

A
A@

B

B@
C

C@

D@

D
M@

M Z

G056

2. Beweis (synthetisch):  Sei  M  der Mittelpunkt des Kreises  k  und seien  A, B, C  drei
Punkte auf dem Kreis  k. Weiters sei  Z  das Ähnlichkeitszentrum und  l  der Ähnlichkeits-
faktor. Ist dann  X  ein weiterer Punkt des Kreises  k  so gilt [Satz des Ptolemeus]
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|A, X|.|B, C|+|A, B|.|C, X|=|A, C|.|B, X|.

A

X

G096

B

C

Für die Distanzen der Bilder  A@, B@, C@, X@  gilt
|A@, X@|.|B@, C@|+|A@, B@|.|C@, X@|=
l.|A, X|.l.|B, C|+l.|A, B|.l.|C, X|=
l2.(|A, X|.|B, C|+|A, B|.|C, X|)=
l2.|A, C|.|B, X|=l.|A, C|.l.|B, X|=|A@, C@|.|B@, X@|.

Nach der Umkehrung des Satzes von Ptolemeus ist daher  A@B@C@X@  ein Sehnenviereck. ˝

Satz 1. Zwei Kreislinien sind immer zueinander zentrisch ähnlich.
Fall 1: Es existieren gemeinsame Tangenten (zwei innere und oder zwei äussere). der Schnitt-
punkt von zwei inneren oder zwei äusseren Tangenten ist ein Ähnlichkeitszentrum  Z.

A
A@

B

B@
C

C@

D@

D
M@

M Z

G056



114

R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil2   27. August 1956

B@ A

A@

B

C

C@

D@

M@

M

Z

G056

D

Fall 2: Die Kreise berühren sich.

N@N@

M@

N

N

M MZZ

G056

M@

Der Berührpunkt  Z  ist das Ähnlichkeitszentrum.

Fall 3: Ein Kreis liegt im Inneren des anderen.. Dann legen wir in beide Kreise z.B. ähnliche
Quadrate  ABCD  und  A@B@C@D@  mit paralleler Ausrichtung der entsprechenden Seiten und
bekommen durch die geradlinige Verbindung entsprechender Eckpunkte Ähnlicheitsstrahlen,
welche durch das Ähnlichkeitszentrum  Z  gehen.(Natürlich würden  z.B. im Fall, dass die
Achse  MM@  waagrecht liegt anstatt der Ähnlichkeitsstrahlen durch die Quadrateckpunkte auch
der Ähnlichkeitsstrahl durch die Nordpole  N  und  N@  der Kreise für die Gewinnung des
Ähnlichkeitszentrums  Z  genügen).
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A

A@

B@

C@

D@

D

M@Z M

B

C

N

N@

M@Z M

G056

Definition: Man nennt die Verbindungslinie der Mittelpunkte zweier Kreis die Zentrale  z  der
beiden Kreise.

Die Konfiguration zweier sich von aussen berührender Kreise
Gegeben sind zwei sich von aussen berührende Kreise  k1  und  k2  mit den Mittelpunkten  M1
bzw. M2  und den Radien  r1  bzw.  r2. Wir zeichnen die Zentrale  z=M1M2  und die Chordale
c  (=Gerade durch die Schnittpunkte der beiden Kreise) sowie eine gemeinsame äussere
Tangente  t. Die Berührpunkt dieser Tangente  t  an die Kreise  k1  bzw.  k2  mögen  T1  bzw.
T2  heissen. Die Tangente  t  schneidet die Zentrale  z  in einem  Punkt  Z.

t

z

G016

Z
M1 M2M

T1

T2

T

U WV

c

k2

k1
k

Die beiden Kreise  k1  und  k2  sind nun bezüglich des Zentrums  Z  zentral ähnlich und die
beiden Kreise  k1  und  k2  berühren sich in einem Punkt  V  auf der Zentrale  z. Die Chordale
(=Gerade durch die Schnittpunkte der beiden Kreise)  c  schneidet die Tangente  t  in einem
Punkt  T. Weiters ist die Chordale eine Tangente an  k1  und an  k2, welche diese Kreise im
Punkt  V  berührt. Daher gilt (Sekanten-Tangenten-Satz)
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(3) |T, T1|=|T, V|=|T, T2|  und wir können darum den arithmetischen-Mittel-
Kreis  k   mit dem Mittelpunkt  M≠ Mittelpunkt der Strecke  M1M 2  und Radius
r≠(r1+r2)/2  durch die Punkte  M1, T, M2  zeichnen. Die Kreise  k1  und  k2  sind zum
arithmetischen-Mittelkreis  k  zentral ähnlich und die Tangente  t  berührt den Kreis  k  im
Punkt  T, welcher - wie wir bereits wissen - der Mittelpunkt der Strecke  T1T2  ist. Daher sind
die Geraden

UT1, M1T, VT2  parallel. Ebenso sind die Geraden
M1T1, MT, M2T2  parallel und schliesslich sind auch die Geraden
VT1, M2T, WT2  parallel.

Weiters (Thaleskreise) sind die Strecken des Streckenzuges
UT1 - T1V - VT2 - T2W  jeweils aufeinander folgend orthogonal.

Nun betrachten wir den Umkreis  k0  der Kreise  k1  und  k2. Dieser Kreis  k0  ist zentral
ähnlich dem arithmetischen-Mittel-Kreis, wobei der Berührpunkt  V  von  k1  und  k2  als
Zentrum dieser Ähnlichkeit auftritt. Dabei geht der Punkt  M2  in den Punkt  W und der Punkt
M1  in den Punkt  U  über. Weil

|V, W|=2.|V, M2|
ist der Ähnlichkeitsfaktor dieser Ähnlichkeit gleich  2. Daraus folgt, dass
(4) |V, T|=|T, T*|. Das Dreieck  M1TM2  geht in das Dreieck  UT*W  über. Der Kreis
k*  mit dem Mittelpunkt  durch  T * geht wegen  (4)  auch durch  V. Wegen  (3)  geht k*  auch
durch  T1  und  durch  T2. Errichten wir über der Strecke  T1T2  den Thaleskreis mit
Mittelpunkt  T, so sehen wir, dass der Winkel

∠ UT*W=90o  und dass  ∠ T1T*T2=90o.
Daher ist

∠ M1TM2=∠ UT*W=90o, was auch wegen der dazugehörigen Thaleskreise  k0
und  k  folgt. Es gilt daher

∠ UT1V=∠ VT2W=90o.
Weiters folgt

2.|M1, T|=|U, T*|  und  2.|M2, T|=|W, T*|.
Und schliesslich ist  T  der Mittelpunkt eines Kreises (Arbeloskreis), der durch die Punkte  V,
T1, T*, T2  geht.
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3. Die Konfiguration dreier sich von aussen berührender Kreise
Siehe Skizze.

r

R1

R1
R2

e

H

h

rr
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M1 M2
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S

k1

k2

k

F
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Aus dem rechtwinkeligen Dreieck  M1FM  lesen wir ab:
(3) (R1+r)2=(R1+e)2+h2.
Aus dem rechtwinkeligen Dreieck  FM2M  lesen wir ab:
(4) (R2+r)2=(R2-e)2+h2. Sind nun  R1, R2  und  r  gegeben,
so rechnen wir  (3)-(4):

(R1+r)2-(R2+r)2=(R1+e)2-(R2-e)2, also



118

R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil2   27. August 1956

(R1+r)2-(R2+r)2=R1
2+2.R1.e+e2-R2

2+2.R2.e-e2, also
(R1+r)2-(R2+r)2=R1

2-R2
2+2.e.(R1+R2)

und bekommen so schliesslich

e=
(R1+r)2-(R2+r)2-R1

2+R2
2

2.(R1+R2)
=

=
R1

2+2.r.R1+r2-R2
2-2.r.R2-r2-R1

2+R2
2

2.(R1+R2)
=

=
2.r.(R1-R2)
2.(R1+R2)

=
r.(R1-R2)
(R1+R2)

.

Daraus bekommen wir
h2=(R1+r)2-(R1+e)2=R1

2+2.r.R1+r2-R1
2-2.e.R1-e2=

2.r.R1+r2-2.e.R1-e2=2.R1.(r-e)+(r+e).(r-e)=
(2.R1+r+e).(r-e). ˝

4. Zwei Parabeln sind immer zueinander ähnlich.
Um dies einzusehen, verändern wir die Lage einer der beiden Parabeln durch eine Isometrie so,
dass sie mit der anderen Parabel die Achse und den Scheitel gemeinsam hat. Weiters sollen
beide Brennpunkt  F  und  F@  auf der selben Seite des Scheitels liegen. Wir wählen sodann das
Koordinatensystem so, dass die x-Achse mit den Parabelachsen zusammenfällt  und die
Scheitel im Ursprung liegen.

G056

Z

Q@

P
QP@

x

y

Wird nun die eine Parabel durch  y2=2.p.x  und die andere Parabel durch  y2=2.q.x
beschrieben, so wenden wir die Ähnlichkeitstransformation  y—l.y  und  x—l.x
[hierbei ist  Z=(0, 0)]  auf die erste Parabel an. Diese hat dann die Gleichung  (l.y)2=
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2.p.l.x, also  y2=2.p.x2/l  und wir brauchen daher nur   l=p/q  zu wählen, um die zweite
Parabel zu bekommen.

Es gibt aber noch eine andere interessante Ähnlichkeitsabbildung: Hier werden die Brennpunkte
aufeinander abgebildet und dienen sodann als Ähnlichkeitszentrum. Die Ähnlichkeitsstrahlen
gehen wie die Licht- bzw. UKW-Strahlen von den Brennpunkten  F=F@  aus und werden
sodann an den Parabeln längst der Achse der Parabeln (welche ebenfalls zusammen fallen)
gespiegelt.

SS@ F@=F=Z

A

A@

B@

B

G056

  G056

F=F@

A@

D

SS@

A

B@

B

C

C@

D@

E

E@

5. Zwei reguläre  n-Ecke  E  und  E@  sind immer zueinander ähnlich.

Z

G056

Flächeninhalt und Ähnlichkeit:

Satz: Sind Dreiecke  ABC  und  A@B@C@  zueinander ähnlich mit dem Ähnlichkeitsfaktor  l,
d.h. also  |A@, B@|=l.|A, B|, B@, C@|=l.|B, C|, C@, A@|=l.|C, A|,  so gilt für deren
Flächeninhalt  Fl (A@B@C@)=l2.Fl (ABC).
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Beweis: Es kommt nun auf die verwendete Flächenformel des Dreieckes an, wie der Beweis
verläuft. Wir wollen z.B.  Fl (ABC)=|A, B|.|A, C|.sin (a)/2  verwenden. Es folgt
Fl (A @B @C @)=|A @, B@|.|A @, C@|.sin (a@)/2= l.|A, B|.l.|A, C|.sin (a) / 2
=l2.A, B|.|A, C|.sin (a)/2=l2.Fl (ABC). ˝

Satz: Sind zwei Polygone  A1A29An  und  A1@A2@9An@  zueinander ähnlich mit
Ähnlichkeitsfaktor  l, d.h. es gilt  |Ai@, Ak@|=l.|Ai, Ak|  für alle  i, k=1,9 , n, so gilt
Fl (A1@A2@9An@)=l2.Fl (A1A29An).
Beweis: Man zerlegt das Polygon  A1A29An  in Dreiecke  D1,9, Dm und das Polygon
A1@A2@9An@  in die entsprechenden Dreiecke  D1@,9, Dm@. Dann folgt
Fl (A1@A2@9An@)=Fl (D1@)+9+Fl (Dm@)=l2.Fl (D1)+9+l2.Fl (Dm)=l2.
(Fl (D1)+9+Fl (Dm))=l2.Fl (A1A29An).

Satz: Sind  V  und  V@  beliebig begrenzte zueinander mit dem Ähnlichkeitsfaktor  l  ähnliche
Figuren, so gilt  Fl (V@)=l2.Fl (V).
 Beweis: Man umschreibt  V  und  V@  durch zueinander ähnliche Polygone  P  und  P@  und
man schreibt zueinander ähnliche Polygone  Q  und  Q@  in  V  bzw.  V@  ein  und hat dann
Fl (Q@)≤Fl (V@)≤Fl (P@), also  l2.Fl (Q)≤Fl (V@)≤l2.Fl (P). Andererseits gilt
Fl (Q)≤Fl (V)≤Fl (P), also  l2.Fl (Q)≤l2.Fl (V)≤l2.Fl (P). Da sich  l2.
Fl (Q)  und  l2.Fl (P)  um beliebig wenig von einander unterscheiden können, unterscheiden
sich auch  Fl (V@)  und  l2.Fl (V)  beliebig wenig voneinander und sind daher gleich. ˝ 

Ein Pendant zu den Kongruenzsätzen sind die

Ähnlichkeitssätze:

Sie lauten: Dreiecke ABC  und  A@B@C@  sind einander ähnlich, wenn eine der  4  Bedingungen
1. |AB|:|BC|:|CA|=|A@B@|:|B@C@|:|C@A@|
2. |AC|:|BC|=|A@C@|:|B@C@|  und  g=g@
3. |AC|:|BC|=|A@C@|:|B@C@|  und  s=s@, wobei  s  der Winkel ist, welcher der
grösseren der beiden Seiten  AC  und  BC  gegenüber liegt.
4. a=a@  und  b=b@ [und daher  g=g@]
erfüllt ist.

Selbstähnlichkeit

Übung: Beschreiben Sie, wie eine Figur zu einer echten Teilfigur ähnlich sein kann.
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G115

Die Inversion am Kreis ✤

Die Funktion

z-1:ÇB{0}–ÇB{0}:x+i.y—
1

x+i.y
=

x-i.y
x2+y2=

=
x

x2+y2-i.
y2

x2+y2

unterscheidet sich im Wesentlichen von der Inversion am Einheitskreis

I:¸2B{(0, 0)}–¸2B{(0, 0)}:(x, y)—( x
x2+y2 , 

y2

x2+y2 )
nur durch eine Klappung um die  x-Achse. Es gilt  I°I=id¸2. Wenn also

(x*, y*)=I(x, y), so ist   (x, y)=I(x*, y*). Somit haben wir die Formeln

(3) x*=
x

x2+y2 , y*=
y2

x2+y2   und

(4) x=
x*

x*2+y*2 , y=
y*

x*2+y*2 .

Da die analytische Funktion  z-1:Ç–Ç  den Schnittwinkeln von Kurven erhält, hat auch
die Inversion am Einheitskreis diese Eigenschaft.

Ein Kreis in der Ebene  ¸2  wird durch eine Gleichung der Form
(5) a.(x2+y2)+b.x+g.y+d=0  mit  a£0  beschrieben. Formen wir diese

Gleichung um, so bekommen wir  a.x2+a.y2+ b.x+ g.y+ d= 0,  x2+ y2+
(b/a).x+(g/a)y+d/a=0,

(x+ b

2.a
)2
+(y+ g

2.a
)2
=

b2+g2-4.a.d
4.a2 ,

und daraus können wir erkennen, dass auch noch  4.a.d<b2+g2  gelten muss. Ist aber
a=0, so geht die Gleichung  (3)  in die Gleichung einer Geraden über, wenn  b2+g2
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£0. Somit kann man mit einer Gleichung des Typs  (3)  jeden Kreis und jede Gerade in der
Ebene  ¸2  beschreiben. Substituieren wir in  (5)  die Variablen die Beziehung  (4)
beachtend, so bekommen wir

(6) a.
x*2+y*2

(x*2+y*2)2
+b.

x*

x*2+y*2+g.
y*

x*2+y*2+d=0  und nach der Multipli-

kation mit  
(x*2+y*2)2

x*2+y*2  die Beziehung  a+b.x*+g.y*+d.(x*2+y*2)=0.

(gegenüber  (5)  sind nur   a  mit  d  vertauscht),  und daher ist das Bild eines Kreises oder
einer Geraden bei  I  wiederum ein Kreis oder eine Gerade. Bezeichnet man eine Gerade als
einen Kreis mit dem Radius  Á , so kann man überhaupt sagen, dass  I  eine kreistreue
Abbildung ist.

Die Kreistreue der Inversion am Einheitskreis kann mit Verwendung der komplexen Ebene
besonder einfach bewiesen werden: Seien  z1, z2, z3,  z4£0  vier Punkte, welche in dieser
Reihenfolge auf einem Kreis oder einer Geraden in  Ç  liegen. Ihre Bildpunkte bei der
Inversion sind dann die Punkte  zi≠1/zi  (i=1, 2, 3, 4). Wir rechnen nun

|z1-z2|.|z3-z4|+|z1-z4|.|z2-z3|=
=|(z1-z2).(z3-z4)|+|(z1-z4).(z2-z3)|=
=|(1/z1-1/z2).(1/z3-1/z4)|+|(1/z1-1/z4).(1/z2-1/z3)|=

=| z2-z1

z1.z2
.
z4-z3

z3.z4
|+| z4-z1

z1.z4
.
z3-z2

z3.z2
|=

=
|z1-z2|.|z3-z4|+|z1-z4|.|z2-z3|

|z1.z2.z3.z4|
=
|z1-z3|.|z2-z4|
|z1.z2.z3.z4|

=

=|z1-z3|.|z2-z4|.
Daher liegen die vier Punkte  z1, z2, z3, z4  ebenfalls auf einem Kreis oder einer Geraden in  Ç
[Ptolemeus+Bemerkung]. ˝

Speziell wollen wir festhalten
1. Jeder Punkt des Einheitskreises geht bei  I  in sich selbst über.
2. Genau dann, wenn ein Kreis oder eine Gerade durch den Ursprung geht, ist ihr Bild
unter  I  eine Gerade.
3. Liegt ein Kreis innerhalb des Einheitskreises, so ist sein Bild ausserhalb des
Einheitskreises und umgekehrt.
4. Die Geraden durch den Ursprung gehen wieder in sich über, aber nicht punktweise.
5. Schneidet ein Kreis oder eine Gerade den Einheitskreis in zwei Punkten  P  und  Q, so
schneidet das Bild wiederum den Einheitskreis in diesen Punkten.
6. Sind Urbild und Bild Kreise, so haben sie entgegengesetzten Umlaufsinn.

Die Inversion am Kreis hat noch eine zweite fundamentale Eigenschaft, und das ist die
Winkeltreue.
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Satz:  Schneiden sich zwei Kurven, welche Kreise oder Gerade sein dürfen, in einem Punkt
Pæ¸2  unter einem Winkel mit der Masszahl  a, dann schneiden sich die Bildkurven (die
dann auch Kreise oder Gerade sind) bei der Inversion am Einheitskreis im Punkt  I(P)
ebenfalls unter dem Winkel mit dem  a.
Beweis: o.B.d.A. dürfen wir annehmen. dass die ursprünglichen Kurven Geraden  g1, g2
sind, welche sich unter einem Winkel mit Mass  a  in einem Punkt  P  schneiden sind.  Ihre
Bilder bei  I  sind  Kreislinien  k1, k2  mit Mittelpunkten  O1  und  O2. Es ist dann  I(P)  gleich
einem Schnittpunkt  I(P)  von  k1  mit  k2  und der Mittelpunkt des Einheitskreises ist der
andere Schnittpunkt  O  der beiden Kreise.

g1

g2

n1

n2

O1

O2 P

I(P)

a

a

O

k2

k1

G132

a

Die Normale  n1  durch  O  auf  g1  geht aus Symmetriegründen auch durch  O1, und analoges
gilt für  n2. Der Schnittwinkel   a  von  k1  mit  k2  ist gleich dem Winkel zwischen den
Radiusvektoren  O1I(P)  und  O2I(P). Dieser Winkel  a  tritt auch als Schnittwinkel bei  O  von
den beiden Normalen  n1  und  n2  auf. Somit ist der Schnittwinkel  a  ein Normalwinkel zum
Schnittwinkel der beiden Geraden  g1  und  g2. ˝

Die Gruppe der Isometrien im ¸ 3.

Definition: Eine Isometrie  J:¸3–¸ 3:x— J(x)  ist eine Abbildung, welche die
Distanzen von Punktepaaren erhält, für welche also

…J(A)-J(B)…=…A-B…  für alle  A, Bæ¸3  gilt.
Offensichtlich bilden die Isometrien eine Gruppe  ISO3.

7Die einfachsten Isometrien sind die Translationen
tA:¸ 3–¸ 3:x— x+A,  wobei  Aæ¸ 3  der Translationsvektor der

Tanslation  tA  ist.
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Die Translationen bilden eine Untergruppe  TRANS3, die sog. Translationsgruppe des  ¸3.
Es gilt

tA°tB=tA+B, sodass also die Translationsgruppe  TRANS3  isomorph zur additiven
Gruppe des  ¸3  ist.

7Für Isometrien  j:¸3–¸3, welche den Ursprung in den Ursprung überführen überlegen
wir:
Zwei Punkte  U  und  V  mit  …U…=…V…=1  schliessen nach dem Pythagoräischen Lehrsatz
genau dann miteinander einen rechten Winkel ein, wenn  …U-V…=√ 2.
Nun ist  für  i£k  und Einheitsvektoren  e1, ek  gerade

…ei…=…ek…=1  und  …ei-ek…= √ 2.
Daher ist auch

…j(ei)…=…j(ek)…=1  und  …j(ei)-j(ek)…= √ 2,
und somit bilden die drei Vektoren  j(e1), j(e2), j(e3)  ein orthogonales Dreibein.

7Jene Vektorrraumhomomorphismen
h:¸3–¸3:x—P.x, bei denen
…P(x)…=…x…  für alle  xæ¸  gilt, sind ebenfalls Isometrien.

Da  nur  für  x=o  die Beziehung  j(x)=o  gilt, handelt es sich hier immer um Vektorraum-
isomorphismen. Dass sie die Distanzen von Punktepaaren erhalten ist trivial, denn für alle  x,
yæ¸3  gilt

…h(x)-h(y)…=[weil  h  Homomorphismus ist]=…h(x-y)…=
=[laut Voraussetzung]=…x-y….

Theorem:
1. Ein Vektorraumhomomorphismus

j:¸3–¸3:x—P.x  ist genau dann ein Isometrie, wenn die Abbildungsmatrix  P
eine orthogonale Matrix ist, das heisst wenn

PT.P=E  (Einheitsmatrix)  gilt.
2. Eine Abbildung  j:¸3–¸3, welche den Ursprung in den Ursprung überführt, ist genau
dann eine Isometrie, wenn sie ein Vektorraumhomomorphismus und damit Isomorphismus

j:¸3–¸3  mit  …j(x)…=…x…  für alle  xæ¸3  ist.
Beweis:
ad 1. Sei einmal ein Vektorraumhomorphismus

j:j:¸3–¸3:x—P.x  eine Isometrie.
Für Vektorraumhomorphismen  j  gilt ganz allgemein

P=(p11
p21
p31

p12
p22
p32

p13
p23
p33

)
mit

P1=(p11, p12, p13)≠j(e1),
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P2=(p21, p22, p23)≠j(e2),
 P3=(p31, p32, p33)≠j(e3),
wie man durch Einsetzten von  e1, e2, e3  in  j  leicht nachprüft.

Da …j(ei)…=1  und  …j(ei)-j(ek)…=…ei-ek…=√ 2.dik={1
0

falls i=k
falls i£k

 ,

bilden die Vektoren  j(e1), j(e2), j(e3)  ein  ON-System. Daraus folgt

(3) pi1.pk1+pi2pi2.pi3+pi3.pk3=dik={1
0

falls i=k
falls i£k

 . Damit ist die Matrix  P  also eine

orthogonale Matrix.
Ist zum anderen Mal die Abbildungsmatrix

P≠(p11
p21
p31

p12
p22
p32

p13
p23
p33

)  eine orthogonale Matrix  (also  PT.P=P.PT=E),

so folgt für jeden Punkt  xæ¸3, dass

…j(x)…=√«j(x),j(x)»=√j(x)T.j(x)=√(P.x)T.(P.x) =

=√xT.PT.P.x=√xT.E.x=√xT.x=…x….
Somit ist   j  normerhaltend und damit eine Isometrie.
ad 2. Sei einmal  j  eine Isometrie mit  j(o)=o.
Hilfssatz: Ein Punkt  x  im Raum ist eindeutig gegeben, wenn man seine Distanzen

d(x, e1), d(x, e2), d(x, e3)  von den Einheitspunkten
e1=(1, 0, 0), e2=(0, 1, 0), e3=(0, 0, 1)  und seinen Abstand

…x…=√x1
2+x2

2+x3
2  vom Ursprung kennt.

Den Abstand vom Ursprung muss man kennen, um eine Zweideutigkeit zu vermeiden.
Es genügt auch anstatt der Distanzen zu den Einheitspunkten die Distanzen zu drei Punkten  P1,
P2, P3, welche nicht auf einer Geraden liegen und in der von ihnen aufgespannten Ebene nicht
der Ursprung liegt, zu kennen.
Für jeden Punkt  xæ¸3  gilt

d(j(x),j(ei))=d(x, ei)  (i=1, 2, 3)  und  d(j(x),o)=…j(x)…=…x….
Daher ist jede Isometrie  j  als Gesamtes bekannt, wenn man die drei Bilder

j(e1), j(e2), j(e3)  kennt. ˝
Weiter im Beweis des Theorems:
Jetzt betrachten wir den Vektorraumhomomorphismus

h:¸3–¸3:x—P.x
mit

P≠(p11
p21
p31

p12
p22
p32

p13
p23
p33

)
und

(p11, p12, p13)≠j(e1),
(p21, p22, p23)≠j(e2),

 (p31, p32, p33)≠j(e3),
für welchen offensichtlich
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(4) h(ei)=j(ei)  (i=1, 2, 3)  gilt.
Weil

…j(ei)-j(ek)…=…ei-ek…=√ 2.dik,
bilden die Vektoren  j(e1), j(e2), j(e3)  ein  ON-System und damit ist die Matrix  P
orthogonal. Somit ist der Vektorraumhomorphismus  h  normerhaltend und somit eine
Isometrie, welche den Ursprung in den Ursprung überführt und in den Argumenten  e1, e2, e3
mit der Isometrie  j  übereinstimmt. Damit fogt  j=h. ˝

Theorem: Hat man eine Isometrie  J:¸3–¸3  gegeben, und ist  A≠J(o)  das Bild des
Ursprunges  o, dann ist die Isometrie  j≠t

-A°J, also
j:¸3–¸3:x—J(x)-A

ein Vektorraumisomorphismus.
Beweis:
Die Abbildung  j=t

-A°J  ist als Hintereinanderausführung zweier Isometrien wieder eine
Isometrie und  j  führt den Ursprung in sich selbst über. Damit ist ist sie ein Vektorraum-
isomorphismus. ˝

Nun wollen wir die Isometrien, welche den Ursprung wieder in den Ursprung überführen, also
die Vektorraumisomorphismen

j:¸3–¸3:x—P.x, für welche P  eine orthogonale Matrix ist,
weiter klassifizieren.
Dazu betrachten wir die dreiseitige Pyramide  M, welche als Spitze  S  den Ursprung und als
Basis das gleichseitige Dreieck  e1, e2, e3  hat.

e1

e2

e3

o
G249

M

Diese Pyramide wird bei  j  in eine zu  M  deckungsgleiche Pyramide  j(M)  übergeführt. Die
Spitze von  j(M)  ist wieder der Ursprung, aber die Ecken des Basisdreieckes von  j(M)  sind
i.A. nicht mehr die Punkte  e1, e2, e3. Offensichtlich ist klar, dass wir durch eine "Drehung des
¸3  um den Ursprung"  die Pyramide  M  mit der Pyramide  j(M)  zur Deckung bringen
können. Aber nur in dem Fall, dass auch die einander entsprechenden Ecken  e1  und  j(e1), e2
und  j(e2), e3 und  j(e3)  zur Deckung gebracht werden können, sprechen wir wirklich von
einer Drehung des Raumes um den Ursprung. Im anderen Fall ist (jeweils "von Aussen
betrachtet")  die Nummerierung von   e1, e2, e3  antizyklisch zur Nummmerierung von  j(e1),
j(e2), j(e3). Betrachtet man dann mit der sog. "Spiegelung durch den Ursprung"
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s:¸3–¸3:(x1, x2, x3)—(-x1, -x2, -x3)
die Isometrie

s°j:¸3–¸3:x—-P.x,

e1

e2

e3

o

G249

s(e1)

s(e3)

s(e2)

so stimmen nun die Nummerierungen von  e1, e2, e3  und  s°j(e1), s°j(e2), s°j(e3)
wieder zyklisch überein und man bezeichnet daher die Isometrie   j  als eine Spiegelung des
Raumes.

e1

e2

e3

j(e1)

j(e2)

j(e3)

o
e1

e2

e3

j(e1)

j(e2)

j(e3)

o

Von Aussen betrachtet sind die
Nummerierungen von e1, e2, e3
und von j(e1), j(e2), j(e3)
beide im Gegenuhrzeigersinn,
also zueinander zyklisch.
Daher ist j in diesem Fall
eine Drehung.

Von Aussen betrachtet ist nun die
Nummerierung von j(e1), j(e2),
j(e3) im Uhrzeigersinn und damit
sind die beiden Nummerierungen
zueinander antizyklisch.
Daher ist j in diesem Fall
eine Spiegelung.

G249

Bei der obigen rechten Skizze äussert sich die Spiegelung  s  dadurch, dass die Sichtbarkeit der
im Inneren der Umrandung der Pyramide  j(M)  verlaufenden Kanten  j(e1), j(e3)  und  o,
j(e3)  gegenüber der linken Skizze vertauscht ist. Liegt  o  in der Zeichenebene, so ist also  s
die Spiegelung des Raumes um die Zeichenebene (Vorne-hinten-Vertauschung).
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Neben der speziellen Spiegelung  s  des Raumes durch den Ursprung, sind auch noch die
Spiegelungen   se  des Raumes um eine Ebene  e  durch den Ursprung von grös-
serem Interesse. Als Beispiel studieren wir die Spiegelung  s111  um die Ebene  e111  welche
durch die Gleichung

x+y+z=0  beschrieben wird.
Diese Ebene ist parallel zur Ebene  e  durch die Einheitspunkte  e1, e2, e3. Die Gerade  g111,
welche  normal auf die Ebene  e111  ist und durch den Ursprung geht, trifft die Ebene  e111  im
Schwerpunkt

S111=(e1+e2+e3)/3=(1/3, 1/3, 1/3)
des Dreieckes  e1, e2, e3.
Der Vektor  v111≠(1, 1, 1)  ist ein Richtungsvektor der Geraden  g111.
Bei dieser Spiegelung  s111  geht jeder Punkt  P  des Raumes in einen Punkt  s111(P)  über, so
dass die Gerade durch  P  und  s111(P)  parallel zur Geraden  g111  (also senkrecht zur Ebene
e111)  ist und dass die Ebene  e111  die Strecke von  P  nach  s111(P)  halbiert.
So ist z.B. für  P=ei  (i=1, 2, 3)  der Abstand von  Pi  zur Ebene  e111  gleich dem Abstand
von  S111  zum Ursprung, also gleich

…S111…=√ 3/3.
Jeder Punkt  Q  auf der Ebene  e  durch  e1, e2, e3  geht in einen Punkt

s111(Q)=Q-2.S111=Q-(2/3, 2/3, 2/3)  über.
Somit ist speziell

s111(e1)=(1/3, -2/3, -2/3),
s111(e2)=(-2/3, 1/3, -2/3),
s111(e3)=(-2/3, -2/3, 1/3),

woraus folgt, dass  s111  die Abbildungsmatrix

A111≠( 1/3
-2/3
-2/3

-2/3
1/3
-2/3

-2/3
-2/3

1/3
)

hat.     
Weitere Spiegelungen um eine Ebene durch den Ursprung sind die drei Spiegelungen  si  um
die Koordinatenebene

ejk≠{(x1, x2, x3):xj=0}  ({i, j, k}={1, 2, 3}).
So ist z.B.

s2:¸3–¸3:(x, y, z)—(x, -y, z).
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Das Bild im Spiegel

Lassen Sie sich nicht durch die Frage: "Warum vertauscht der Spiegel links mit rechts aber
nicht oben mit unten?" verwirren.

Wir kleben unterhalb unseres rechten Auges einen blauen Punkt, unterhalb des linken Auges
einen gelben Punkt. Die Mitte der Stirn markieren wir mit einem roten Punkt und unser Kinn
mit einem grünem Punkt. Sodann schauen wir uns in den Spiegel. Das Spiegelbild des blauen
Punktes sehen wir nun gegenüber unserem blauen Punkt, das Spiegelbild des roten Punktes
sehen wir gegenüber unserem roten Punkt, usw..  Eine Vertauschung können wir aber bezüg-
lich vorne und hinten beobachten. Unsere Nase zeigt nämlich zum Spiegel, während das
Spiegelbild der Nase zu uns zeigt. - und jeder Punkt unseres Gesichtes ist genau so weit vor
dem Spiegel, wie der entsprechende Bildpunkt hinter dem Spiegel ist.  Das bedeutet also, dass
das Spiegelbild aus dem Original durch Spiegelung an der Spiegelebene entsteht. Könnte sich
das Spiegelbild um eine senkrechte Achse drehen (ohne dass wir unsere Position ändern),
sodass seine Nase in dieselbe Richtung wie die unsere schaut, so wären nun zwischen Original
und Spiegelbild die Positionen des blauen und des gelben Punktes vertauscht. Dieses neue -
gedachte - Spiegelbild unterscheidet sich dann vom Original durch eine links-rechts-
Vertauschung und nicht mehr durch eine vorne-hinten-Vertauschung.
Dies suggeriert die Ansicht, dass der Spiegel links mit rechts vertauscht (und verwehrt uns die
Einsicht, dass statt dessen der Spiegel vorne mit hinten vertauscht).
Hätten wir die gedachte Drehung um eine waagrechte Achse (parallel zur Spiegelebene)
durchgeführtm (um die Nase in dieselbe Richtung wie die unsere zu schauen lassen), so würde
sich das Spiegelbild nun um eine oben-unten-Vertauschung vom Original unterscheiden.

Da wir unser eigenes Gesicht vom Spiegel her gut kennen, aber dadurch nur mit dem
gespiegelten Gesicht vertraut sind, finden wir ein normales Photo von uns wenig attraktiv.
Kleine Unsymmetrien unseres Gesichts werden nämlich beim Übergang vom Spiegelbild auf
das Photogesicht ins Gegenteil verkehrt und stören daher auffällig. In Wirklichkeit machen
kleine Unsymmetrien ein Gesicht interessant und sind unbewusst für die Wiedererkennung
förderlich. Schauen Sie gemeinsam mit einem engen Vertrauten in den Spiegel, als Spiegelbild
wird er Ihnen befremdlich erscheinen.
Der Künstler sollte die zu porträtierende Dame fragen: "Wollen Sie, dass das Bild Ihnen als
ähnlich erscheint oder soll der Herr Gemahl Ihre Ähnlichkeit mit dem Bild für gut getroffen
befinden?"

Die Unsymmetrie eines Gesichtes bekommt man drastisch zu sehen, wenn man zum einen Mal
die linke Gesichtshälfte durch die gespiegelte rechte Gesichtshälfte substituiert und zum anderen
Mal die rechte Gesichtshälfte durch die gespiegelte linke Gesichtshälfte substituiert.
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Dreieck und Kreis

Tangente an einen Kreis aus einem gegebenen Punkt P

Satz: Der Radiusvektor, der vom Mittelpunkt  M  des Kreises  k  zum Berührpunkt  T  der
Tangente  t  führt, steht senkrecht auf der Tangente.

G103

T

t

M

k

Beweis: O.E.d.A. nehmen wir an, dass der Kreis den Ursprung als Mittelpunkt hat. Lautet
nun die Gleichung des Kreises

x2+y2=r2,
so gilt für einen Punkt  P=(a, b)  auf der Kreislinie

a2+b2=r2.
Die Schnittpunkte der Geraden  g, welche durch die Parametrisierung

j:¸–¸2:t—(a, b)+t.(-b, a)  gegeben ist, mit der Kreislinie, bekommen
wir, indem wir  x=a-t.b  und  y=b+t.a  in die Kreisgleichung einsetzen und so zur
Gleichung
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(a-t.b)2+(b+t.a)2=r2, und somit zu
t2.(a2+b2)+a2+b2=r2, also
t2=0, also  t=0  kommen.

Daher hat die Gerade  g  genau einen Schnittpunkt mit dem Kreis, nämlich den Punkt
T=(a, b)+t.(-b, a)=(a, b)+0.(-b, a)=(a, b)=P.

Wir haben mit  g  also die Tangente an den Kreis im Punkt  P  gefunden. Der Radiusvektor zu
T  ist gleich  (a, b). Der Richtungsvektor der Tangente ist gleich  (-b, a). Es folgt  «(a, b),(-
b, a)»=0, und somit steht der Radiusvektor auf dem Richtungsvektor senkrecht. ˝  

Bemerkung: Dies kann man auch aus einer Symmerieüberlegung erschliessen. Symmetrie-
überlegungen sind intuitive Schlussweisen, welche in der Geometrie immer wieder verwendet
werden. Eine genaue Formulierung und Rechtfertigung aller Symmetrieüberlegungen kann
allerdings nur mit Hilfe der mathematischen Logik gegeben werden.

Grundaufgabe: Gegeben ist ein Kreis  k  mit Mittelpunkt  M  und ein Punkt  P  ausserhalb
des Kreises. Gesucht sind die Tangenten  t 1, t2  an den Kreis, welche durch  P gehen.
Lösung: Man zeichne einen Kreis  k@  mit dem Durchmesser  M, P (Thaleskreis). Die Schnitt-
punkte  von  k  mit  k@  sind die Berührpunkte T1, T2  der Tangenten  t1  bzw.  t2.

P

T1

T2

t1

t2

k@

k

M

G103

Tangenten an zwei Kreise

Gegeben: Zwei Kreise  k1  und  k2, wobei keiner der beiden Kreise ganz im anderen liegt.
Gesucht: Geraden, welche Tangenten an beide Kreise sind.
Typ 1 (äussere Tangente):  Seien   r1<r2  die Radien der Kreise.
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r2
-

r1

r 1

r2

t

T2

T1

t*

G027

k1

k2
k

*

M2

M1

Man zeichnet zuerst den Hilfskreis  k*  mit Radius  r2-r1  konzentrisch zu  k2. Vom Mit-
telpunkt des Kreises  k1  aus wird dann die Tangente  t*  an  k*  gezeichnet. Die gesuchte
Tangente  t  ist dann parallel zu  t*. Für  r1=r2  wird diese Konstruktion trivial.
Typ 2 (innere Tangente):  k1  und  k2  liegen getrennt, d.h. |M1, M2|>r1+r2.

r 1

r 2

t

T2

T1

t*

r2+
r1

G027

k
*

k2

k1

M2

M1

Der Hilfskreis  k*  hat hier den Radius  r1+r2.

Die Kreis-Potenz eines Punktes

Geometrische Definition der Potenz
Gegeben sind
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1. die Gleichung eines Kreises  k  z.B. mit dem Ursprung  O=(0, 0) als Mittelpunkt:
x2+y2-r2=0.

2. ein Punkt
P=(x, h)æ¸2  und ein normierter Richtungsvektor  u=(cos (j), sin (j)).

Ein Punkt  Q  sei gleich  Q=(x+r.cos (j), h+r.sin (j))  mit  ræ�. Variiert man  r, so
läuft  Q  auf einer Geraden  g, von der wir annehmen wollen, dass sie den Kreis schneidet.

g G094

P=(x, h)
u

cos (j)

sin (j)

rk

M=O

r
Q=(x+r.cos (j), h+r.sin (j))

Es ist  |P, Q|=…P-Q…=r. Für welche  r  schneidet  g  den Kreis?  Einsetzen von  Q  in die
Kreisgleichung ergibt  (x+ r.cos (j))2+ (h+ r.sin (j))2- r2= 0, also r2+
r.(2.x.r.cos (j)+2.h.r.sin (j))+(x2+h2-r2)=0. Dies ist eine quadratische Gleichung
für  r, welche die Lösungen  r1, r2  hat. Dabei ist nach dem Wurzelsatz von Vieta  [(x-
x1).(x-x2)=x2-(x1+x2).x+x1.x2]

r1.r2=(x2+h2-r2)=…(x, h)…2-r2Fd2,
also konstant (=nicht von  g  sondern nur von  P  abhängig). Die konstante Potenz  d2 wird
als Potenz des Punktes  P  bezüglich des Kreises  k  bezeichnet.

Fall 1:  P  liegt ausserhalb des Kreises. Dann können wir  d  geometrisch als die Länge der
Strecke  PT  interpretieren, wobei  T  einer der zwei Berührpunkte der Tangente von  P  aus an
den Kreis  k  ist.
Fall 2:  P  liegt innerhalb des Kreises. Dann gibt es keine Tangente von  P  aus an den Kreis
und somit keinen Berührpunkt  T.
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d
P=(x, h)

r …(
x, h
)…

r 1

r 2

g

T

M

G094          
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P=(x, h)

…(
x, h
)…

r
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Analytische Definition der Potenz
Wir schreiben die Gleichung eines Kreises  k mit Mittelpunkt  M=(m, n)  in der sogenannten
Potenzform

K(x, y)=(x-m)2+(y-n)2-r2=x2+y2-2.x.m-2.y.n+m2+n2-r2=0, die
dadurch gekennzeichnet ist, dass die Koeffizienten von  x2  bzw.  y2  gleich 1  sind. Hat man
eine beliebige Kreisgleichung gegeben, so sind die Koeffizienten von  x2  und  y2  gleich einem
a£0 und man kann durch diesen Koeffizienten  a  dividieren, um die Potenzform zu
bekommen. Setzt man in die Potenzform des Kreises einen beliebigen Punkt  P=(x, h)æ¸2

ein, so bekommt man die Zahl
P(P, k)≠K(x, h)=(x-m)2+(h-n)2-r2, wobei man  P(P, k)  als die Potenz

des Punktes  P  bezüglich des Kreises  k  bezeichnet. Es ist dabei
(x-m)2+(h-n)2=|M, P|2. Somit ist  P(P, k)=|M, P|2-r2.

Liegt also der Punkt  P  ausserhalb des Kreises  k, so ist  P(P, k)=d2, wobei  d  die Länge
der Tangente von  P  bis zum Berührpunkt  T  ist. Liegt  der Punkt  P  auf dem Kreis  k, so ist
P(P, k)=0. Liegt  P  innerhalb des Kreises  k, so ist  P(P, k)<0.

Die Menge aller Punkte  P=(x, h), für welche die Potenz einen festen Wert annimmt ist also
ein Kreis, dessen Mittelpunkt gleich dem Mittelpunkt des betrachteten Kreises  k  ist.

Nun wissen wir bereits: Ist   s  eine beliebige Gerade, welche durch den Punkt  P  geht und den
Kreis  k  in zwei Punkten S1, S2  trifft, so ist

P(P, k)={+|S1, P|.|S2, P|

0

-|S1, P|.|S2, P|

falls P ausserhalb des Kreises liegt.

falls P  auf der Kreislinie liegt.

falls P innerhalb des Kreises liegt.
In der Schulgeometrie ist es üblich, diesen Sachverhalt in drei Lehrsätzen zu formulieren:
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Sehnensatz: Bezeichnen  AB  und  CD  Sehnen eines Kreises mit Radius  r  und Mittelpunkt
M, welche sich in einem inneren Punkt  P  des Kreises schneiden, so gilt

|AP|.|PB|=|CP|.|PD|=r2-|PM|2.

C

M
P

A

BD

r

G094

Sekantensatz: Bezeichnen   EF  und  GH  zwei Sekanten eines Kreises mit Radius  r  und
Mittelpunkt  M, welche sich in einem äusseren Punkt  P  eines Kreises schneiden, so gilt
|EP|.|FP|=|GP|.|HP|=|PM|2-r2.

P

M

E

F

Hr

G G094

Der Sekantensatz kann auch als Proportion
|EP|:|GP|=|HP|:|FP|  oder als
|EP|.|FE|=|GP|.|HG|  oder als
|EP|:|GP|=|HG|:|FE|  formuliert werden.

Sekanten-Tangentensatz: Bezeichne  KL  eine Sekante eines Kreises mit Radius  r  und
Mittelpunkt  M. Weiters liege ein äusserer Punkt  P  auf der Sekante und es sei  T  ein Be-
rührpunkt einer der zwei Tangenten an den Kreis vom Punkt  P  aus. Dann gilt

|KP|.|LP|=|PM|2-r2=|TP|2.
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M
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T

r
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Die Chordale zweier Kreise

Hat man Kreise  k1, k2  mit den Mittelpunkten  M1=(m1, n1)  und  M2=(m2, n2)  gegeben,
so kann man sich fragen, wo jene Punkte  Pæ¸2  liegen, welche bezüglich der beiden Kreise
dieselbe Potenz haben. Werden  k1  und  k2  durch die Gleichungen in Potenzform

k1(x, y)=(x-m1)2+(y-n1)2-r1
2=0  und

k2(x, y)=(x-m2)2+(y-n2)2-r2
2=0  beschrieben, so wird also die Chordale

durch die Gleichung  k1(x, y)=k2(x, y)  beschrieben.
Rechnet man dies aus, so hat man also

x2-2.x.m1+m1
2+y2-2.y.n1+n1

2-r1
2=

x2-2.x.m2+m2
2+y2-2.y.n2+n2

2-r2
2

und weil sich die quadratischen Glieder wegheben, bekommen wir die lineare Gleichung  
-2.x.m1+m1

2-2.y.n1+n1
2-r1

2=-2.x.m2+m2
2-2.y.n2+n2

2-r2
2, welche die

Chordale von  k1  und  k2  beschreibt. Daher sehen wir, dass die Chordale zweier Kreise eine
Gerade ist.

Die Lage der Chordalen zweier Kreise ist einfach zu bestimmen: Aus Symmetriegründen muss
die Chordale senkrecht zur Geraden  M1M2  liegen. Weiters nehmen wir an, dass  r2≥r1.

1. Fall: r1+r2<|M1, M2|. Der Punkt  P liegt in der Mittel der beiden Berührpunkte  T1  und
T2  der gemeinsamen Tangente  t  an die beiden Kreise. Daher hat  P  bezüglich  k1  und  k2
die Potenz  P (P, k 1)=|P, T1|2=(|T 1, T 2|2) /4  bzw. P (P, k 2)=|P, T2|2=
(|T1, T2|2)/4. Somit geht die Chordale durch den Punkt  P.
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2. Fall: r1+r2=|M1, M2|. Der Berührpunkt  T  der beiden Kreise hat bezüglich beider
Kreise die Potenz  0. Somit geht die Chordale durch den Punkt  T.

k1
k2

C
ho

rd
al

e

G119

M2

M1
T

3. Fall:  Die beiden Kreise schneiden sich in zwei Punkten  S1, S2. Die Schnittpunkte  S1 und
S2  beider Kreise haben bezüglich beider Kreise die Potenz  0. Somit geht die Chordale durch
S1  und  S2.

k1

k2

G119

M2

M1

C
ho

rd
al

e

S1

S2

4. Fall:  r1<|M1, M2|  und  |M1, M2|+r1=r2. Der Berührpunkt  T  der beiden Kreise hat
bezüglich beider Kreise die Potenz  0. Somit geht die Chordale durch den Punkt  T.
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5. Fall:  |M1, M2|<r1  und  |M1, M2|+r1< r2. Wir wählen eine Potenz  d2  so, dass
d>r2. Von beliebigen Punkten  B  auf  k1  und  D  auf  k2  aus zeichnen wir Tangenten an die
Kreise  k1  bzw.  k2  und wählen auf diesen Tangenten Punkte  G  und  F  so, dass diese die
Potenz  d  bezüglich  k1  bzw.  k2  haben. Der Kreis  k*

1  wird nun konzentrisch zu  k1
gewählt und so, dass  G  auf  k*

1  liegt. Analog zeichnen wir den Kreis  k*
2. Dann haben alle

Punkte auf  k*
1  die Potenz  d2  bezüglich  k1  und alle Punkte auf  k*

2  haben die Potenz  d2

bezüglich  k2. Ist nun  E  ein Schnittpunkt der Kreise  k*
1  und  k*

2, so liegt er auf der
Chordalen.

k1k2

C
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e
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M2M1

d dd
dA

D

B

C
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F

G

k
*
2

k
*
1

6. Fall:  M1=M2,  r1<r2. In diesem Fall hat die Gleichung  k1(x, y)=k2(x, y)  keine
Lösung und somit existiert keine Chordale.
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G119

k1

k2M

Der Kreis als geometrischer Ort

1. Ein Kreis  W   ist der geometrische Ort aller Punkte, welche von einem Punkt  M
(Mittelpunkt des Kreises genannt)  einen konstanten Abstand  r (Radius des Kreises genannt)
haben.

2. Sind  A, Bæ¸2  gegeben und ist  0<a≤b, so ist die Menge  W  aller  Xæ¸2, für welche
|A, X|:|B, X|=a:b, eine Kreislinie (FKreis des Apollonius (262-190 v.Chr.)).
Beweis: Der Fall  a=b  ergibt als Sonderfall eines Kreises die Streckensymmetrale von  AB.
Wir können uns also beim weiteren Beweis auf den Fall  a<b  beschränken. Es ist  X=(x,
y)æW, genau dann wenn  |A, X|:|B, X|=a:b, also wenn

(3) |A, X|2:|B, X|2=a2:b2. Um die weitere Rechnung einfacher und einsich-
tiger zu gestalten, wählen wir  A=(0, 0)  und  B=(1, 0) und verwenden  l≠
a:b. Die Bedingung  (3)  lautet wegen  |A, X|2=x2+y2  und  |B, X|2=(x-1)2+y2  nun
x2+ y2= l2.((x- 1)2+ y2) . Wir formen diese Gleichung um in  x2+ y2- l2.
(x2-2.x+1+y2)=0, also  x2.(1-l2)+y2.(1-l2)+2.l2.x-l2=0. Dies ist eine Kreis-
gleichung. Die zeichnerische Erfassung dieses Kreises ist recht einfach.

A

B

X1

b

a

a

X2MW
rW
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Wir zeichnen die Punkte  B  und  A. Sodann zeichnen wir von  B  aus einen beliebigen Strahl
s  sodass dieser nicht parallel zu  AB  ist. Auf dieser Geraden  s  tragen wir die Punkte  U, V,
W  ein, sodass  |B, U|=b-a, |B, V|=b, |B, W|=b+a. Parallel zur Geraden  UA
zeichnen wir ein Gerade durch  V, welche auf der Geraden  AB  den Punkt  X2  ausschneidet.
Parallel zur Geraden  WA  zeichnen wir durch den Punkt  V  eine Gerade, welche auf  AB  den
Punkt  X1  ausschneidet. Der Mittelpunkt der Strecke  X1X2  ist der Mittelpunkt  MW  unseres
gesuchten Kreises  W, und dieser Kreis  W  geht durch die Punkte  X1  und  X2. ˝

Anwendung:

v

w

Z

g

g@

G@G
V W

h

G065

Anhand der Skizze können wir folgendes feststellen: Sind  G  und  G@  gegeben , so verbinden
wir diese zwei Punkte durch eine Gerade  h. Nun zeichnen wir den Punkt  W  auf h  so, dass
W  zwischen  G  und  G@  liegt und  |G, W|:|G@, W|=a:b, dass also  T(G, G@,
W)=(G-W):(G@-W)=- a/b. Weiters zeichnen wir den Punkt  V  auf  g, sodass  V£W
und ebenfalls  |G, V| : |G @ , V| = a: b, aber dann  T(G, G@ , V) =
(G-V)/(G@-V)=+a/b  gilt. Sowohl  W  (innerer Teilungspunkt) als auch  V  (äusserer
Teilungspunkt)   sind eindeutig bestimmt. Dann folgt also  DV(G, G@, V, W) =
TV(G, G@, V):TV(G, G@, W)=-1. Nun zeichnen wir in der Ebene noch einen beliebigen
Punkt  Z, für den  |G, Z|:|G@, Z|=a:b  gilt. Dann gilt also im Dreieck  G, G@, Z  |G,
Z|:|G@, Z|=|G, W|:|G@, W|. Daher ist nach dem Satz über die Winkelhalbierende die
Gerade  w  durch  Z  und  W  die Winkelhalbierende des Innenwinkels des Dreieckes  G, G@, Z
bei  Z. Nun zeichnen wir die Verbindungsgerade  u  von  Z  mit  V. Weil die Punkte  G, G@, V,
W  harmonisch liegen, liegen auch die Geraden  g, g@, u, w  harmonisch. Nun liegen aber
andererseits auch die Geraden  g, g@, v, w  (wobei  v  die zweite Winkelhalbierende ist)
harmonisch. Daraus folgt  u=v. Nun können wir zwei Dinge erschliessen:
1. Den Satz für die innere Winkelhalbierende bezüglich der inneren Teilung kann man wort-
wörtlich auf die Halbierende des Aussenwinkels bezüglich der äusseren Teilung übertragen.
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2. Weil  v  und  w  miteinander einen rechten Winkel einschliessen, liegt  Z  auf dem Thales-
kreis über  V, W  und somit ist dieser Kreis gleich dem Kreis des Apollonius.

Sich orthogonal schneidende Kreise

Schnittsehnensatz: Sind drei sich paarweise schneidende Kreise  k1, k2,  k3  gegeben, so
schneiden sich die drei Choradalen in einem Punkt  H  (=Potenz-Zentrum, Hauptpunkt).
Dieser Punkt liegt im Unendlichen, genau dann, wenn die Mittelpunkte  M1, M2, M3  der
Kreise auf einer Geraden liegen.

Beweis: Seien  k1, k2, k3  die drei Kreise und  c12, c23, c31  die Chordalen  cik  der Kreise
ki  und  kk. Liegen die Mittelpunkte der drei Kreise auf einer Geraden, so sind die drei
Chordalen parallel und wir sagen, dass sich diese drei Parallelen in einem Punkt, welcher im
Unendlichen liegt, schneiden. Liegen die drei Mittelpunkte nicht auf einer Geraden, so sind je
zwei der drei Chordalen nicht parallel und es gibt Schnittpunkte  Sj

1  und  Sj
2  der Chordalen

cij  und  cjk  (i, j, k  paarweise verschieden). Auf der Chordalen  c12  liegen die Punkte,
welche bezüglich des Kreises  k1  und des Kreises  c2  dieselbe Potenz haben. Auf der
Chordalen  c23  liegen die Punkte, die bezüglich der Kreise  k2  und  k3  dieselbe Potenz
haben. Somit haben der Schnittpunkt  S2  dieser beiden Chordalen  c12  und  c23  bezüglich
aller drei Kreise dieselbe Potenz und daher geht die Chordale  c13  ebenfalls durch  S2FS.

k1

k2

k3

c12

c31
c23

S

G030

Schneidet ein Kreis  k  einen Kreis  k1  senkrecht, so liegt der Mittelpunkte  M  von  k  auf der
Tangente von  k1  an den Schnittpunkt  T  der beiden Kreise.
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k1

M1 M

r

T

k

In dieser Situation ist  r2  gleich der Potenz von  M  bezüglich  k1. Weiters bemerken wir, dass
M  ausserhalb von  k1  liegt. Jeder Punkt  Mæ¸2, welcher ausserhalb des Kreises  k1  liegt,
kann als Mittelpunkt eines Kreises  k  dienen, welcher den Kreis  k1  senkrecht schneidet.

Ein Kreis  k  mit Mittelpunkt  M  und Radius  r  schneidet zwei Kreise  k1, k2  senkrecht, wenn
der Mittelpunkt  M  bezüglich des Kreises  k1  und bezüglich des Kreises  k2  die Potenz  r2

hat. Damit diese Situation eintreten kann, muss also  M  auf der Chordalen  c12  der Kreise  k1
und  k2  liegen. Jeder Punkt  M, welcher ausserhalb der beiden Kreise  k1  und  k2  und auf der
Chordalen  c12  liegt, kann als Mittelpunkt eines Kreises dienen, welcher die Kreise  k1  und
k2  senkrecht schneidet.

G161

c12

k1

k2M2

M1

Ein Kreis  k  mit Mittelpunkt  M  und Radius  r  schneidet drei Kreise  k1, k2, k3  senkrecht,
wenn der Mittelpunkt  M  bezüglich aller drei Kreise  k1, k2  und  k3  die Potenz  r2  hat. Damit
diese Situation eintreten kann, muss also  M  auf dem Potenzzentrum der Kreise  k1, k2  und



143

R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil2   27. August 1956

k3  liegen. Nur das Potenzzentrum kann als Mittelpunkt eines Kreises dienen, welcher alle drei
Kreise  k1, k2  senkrecht schneidet. Dabei muß noch zusätzlich das Potenzzentrum der drei
Kreise ausserhalb aller drei Kreise liegen. In den skizzierten Situationen gibt es bei den drei
linken Kreisen keinen Kreis, welcher alle drei senkrecht schneidet, für die drei rechten Kreise
gibt es einen solchen Kreis und zwar eindeutig, weil ja  M=S  und  r2  gleich der Potenz des
Mittelpunktes  M  bezüglich aller drei Kreise sein muss.

G030 k2

k1
k3

S=M

k1
k2

k3

S

Der Zentri-Peripheriewinkelsatz

Gegeben ist eine Sehne  PQ  eines Kreises.
Fall 1:  Errichtet man über der Sehne als Grundlinie ein Dreieck mit der Spitze  S  auf dem
Kreis so, dass der Mittelpunkt des Kreises im Dreieck liegt, dann hängt der sogenannte
Peripheriewinkel  j  bei  S  nicht von der speziellen Wahl von  S  ab und ist gleich dem
halben Zentriwinkel   w  über der Sehne  S.

Q

P

S

a

a
i

s

s

i

j

w

M

G069
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Beweis:  Aus dem Dreieck  PQS  lesen wir ab  a+s+s+i+i+a=180o. Wegen
j=a+i  folgt  2j+2s=180o. Aus dem Dreieck  PQM  lesen wir ab  2s+w=180o, also
2.j=w. ˝
Fall 2:  Errichtet man über der Sehne als Grundlinie ein Dreieck mit der Spitze  S  auf dem
Kreis  so, dass der Mittelpunkt des Kreises ausserhalb des Dreieckes liegt, dann hängt der
Winkel  j  bei  S  nicht von der speziellen Wahl von  S  ab und ist gleich dem Supplement des
halben Zentriwinkels   w  über der Sehne  S.

Q

P

S
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s
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i

j

w

M

G069

Beweis:  Aus dem Dreieck  PQS  lesen wir ab  (a-s)+(i-s)+i+a=180o. Wegen
j=a+i  folgt  2j-2s=180o. Aus dem Dreieck  PQM  lesen wir ab  2s+w=180o, also
2.j+w=360o  und somit  j=1800-w/2. ˝
Fall 3 [Thaleskreis]:  Errichtet man über dem Durchmesser eines Kreises ein Dreieck mit
der Spitze  S  auf dem Kreis, dann hängt der Winkel  j  bei  S   nicht von der Wahl des Punktes
S  ab und ist gleich  90o.
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Beweis:  Man bekommt den Satz entweder als Grenzfall des Peripheriewinkelsatzes oder
elementarer direkt indem wir aus dem Dreieck  PQS  ablesen:  a+i+i+a=180o, also
j=a+i=90o. ˝

Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes: Liegen vier Punkte  A, B, C, D  so, dass der
∠ ACB =∠ ADB, so liegen die vier Punkte auf einem Kreis.

D

A
B

C

D

A
B

C

G033

e

e

Beweis: Sei  k  der Kreis durch  ABC. Liegt nun  D  ausserhalb des Kreises  k, so ist
∠ ACB>∠ ADB. Liegt aber innerhalb des Kreises  k, so ist  ∠ ACB<∠ ADB. Somit muss  D
auf dem Kreis  k  liegen. ˝

Sehnenvierecke und Tangentenvierecke
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Ein Viereck, welches einen Umkreis besitzt, heisst Sehnenviereck oder zyklisches
Viereck. Ein Viereck, welches einen Inkreis besitzt, heisst Tangentenviereck.

G157 G157

1. Satz vom Sehnenviereck:

A

B

C

D

g1

g2
wBC

wCD

wDA

wAB

b2

b1

d2

a2
a1

d1

G034

k

M

Die 4 Eckpunkte  A, B, C, D  eines konvexen Viereckes bilden genau dann ein Sehnenviereck,
wenn die Summe gegenüberliegender Innenwinkel gleich  180o  ist.
Beweis:  Sei einmal  ABCD  ein Sehnenviereck mit Umkreis  k. Dann zerlegen wir das Seh-
nenviereck in vier Teildreiecke, welche jeweils den Kreismittelpunkt  M  als Eckpunkt haben.
Diese Teildreiecke sind jeweils gleichschenkelig. Daher ist  a1=d2, b1=a2, g1=b2, d1=g2.
Mit  a= a 1+ a 2 , b= b 1+ b 2 , g= g 1+ g 2 , d= d 1+ d 2   folgt  a+ g=
a1+a2+g1+g2=a1+b1+g1+d1  und  b+d=b1+b2+d1+d2=b1+g1+d1+a1. Also
haben wir  a+g=b+d.  Wegen  a+b+g+d=360o  folgt  a+g=b+d=180o. Sei zum
anderen Mal ein konvexes Viereck  ABCD  so gegeben, dass  a+ g= b+ d=
180o.
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D@D

D

M

A

B

C
G034

Wir zeichnen den Umkreis  k  des Dreieckes  ABC. Vom Mittelpunkt  M  dieses Umkreises
zeichnen wir den Strahl durch  D. Wo dieser Strahl den Kreis  k  schneidet, markieren wir
einen Punkt  D@. Das Viereck  ABCD@  ist dann ein Sehnenviereck, und es gilt daher für seine
Innenwinkel  a@+g@=b+d@=180o. Laut Voraussetzung ist aber auch

b+d=180o. Daher ist  d=d@.
Liegt der Punkt  D  innerhalb des Kreises oder auf der Kreislinie, so ist  d≥d@. Liegt der Punkt
D  ausserhalb des Kreises oder auf der Kreislinie, so ist d≤d@. Es bleibt also nur die
Möglichkeit, dass  D  auf der Kreislinie liegt und daher  D=D@  gilt. Somit ist  ABCD  ein
Sehnenviereck. ˝

Übung: Beweisen Sie den Satz vom Sehnenviereck und dessen Umkehrung mit Hilfe des
Zentri-Peripheriewinkelsatzes und dessen Umkehrung.

2. Satz vom Sehnenviereck
Die 4 Eckpunkte  A, B, C, D  eines konvexen Viereckes bilden genau dann ein Sehnenviereck,
wenn [siehe Skizze]  j=j@  und  y=y@.
Beweis: Ist  ABCD  ein Sehnenviereck, so folgt aus dem Peripheriewinkelsatz, dass  j=j@
und  y=y@. Ist andererseits  j=j@, so folgt aus der Unmkehrung des Peripheriewinkelsatzes,
dass  ABCD  auf einem Kreis liegen. ˝
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y@

y
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Der Satz vom Aussenwinkel beim Sehnenviereck

G032

a

a

b

b

A

D

B

C

a+b

Beweis:  Die Diagonale  AC  teilt den Innenwinkel bei  A  in die Winkel  a  und  b. Mittels des
Peripheriewinkelsatzes können wir  a   und  b   auch im  Dreieck  BCD  finden. Der
Aussenwinkel dieses Dreieckes bei  C  ist also gleich der Summe der beiden Innenwinkel, also
gleich  a+b, und dies ist auch gleichzeitig der Aussenwinkel bei  C  des Sehnenviereckes. ˝

Umkehrung des Satzes vom Aussenwinkel beim Sehnenviereck
Ist bei einem Viereck ein Aussenwinkel gleich dem gegenüberliegenden Innenwinkel, so ist das
Viereck ein Sehnenviereck.
Beweis: Wir zeichnen die Diagonalen des Viereckes. Nun gilt für das Dreieck  DBC, dass
∠ CDB+∠ DBC=Aussenwinkel bei  C. Nun betrachten wir den Kreis durch  CDB. Liegt  A
ausserhalb dieses Kreises, so ist der  ∠ DAB<∠ CDB+∠ DBC. Liegt  A  innerhalb des
Kreises, so gilt  ∠ D A B> ∠ C D B+ ∠ DBC. Laut Voraussetzung ist aber
∠ DAB=Aussenwinkel bei  C=∠ CDB+∠ DBC. Somit muß der Punkt  A  ebenfalls auf dem
Kreis  CDB  liegen. ˝

Satz vom Diagonalenschnittwinkel im Sehnenviereck:
Ist ein Sehnenviereck  ABCD  einem Kreis vom Radius  r=1  eingeschrieben, so schneiden
sich die beiden Diagonalen in einem Winkel  g, welcher in Radian das Mass  2((Bogenlänge
von  A  nach  B)+(Bogenlänge von  C  nach  D))  hat. Mit den Bezeichnungen der Skizze
bedeutet dies, dass  g=(a+b)/2.
Beweis: Da der Radius des Kreises gleich  1  ist, ist die Bogenlänge von  A  nach  B  gleich
dem Zentriwinkel  a  bezüglich der Sehne  AB. Analog istdie Bogenlänge von  C  nach  D
gleich dem Zentriwinkel  b  bezüglich der Sehne  CD.
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a
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a/2g

b/2
B

Als Peripheriewinkel  über der Sehne  AB  finden wir  a/2  bei  D  und über der Sehne  CD  tritt
b/2  bei  A  auf. Bei  Z  tritt  g=(a+b)/2  als Aussenwinkel des Dreieckes  AZD  auf. ˝

Satz von den Mittensenkrechten beim Sehnenviereck:
Die Mittensenkrechten der  4  Seiten und der  2  Diagonalen eines Sehnenviereckes gehen durch
den Mittelpunkt des Umkreises.

G137

A1

A2

A3

A4

M4

M2

M3

M1

U
D1

D2

Beweis: Die Mittensenkrechte jeder Kreissehne geht durch den Mittelpunkt des Kreises. ˝

Dreiecke im Sehnenviereck:
Die Diagonalen eines Sehnenviereckes zerlegen dieses in  4  Dreiecke, von denen jeweils zwei
gegenüberliegende zueinander ähnlich sind.
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G137

A1

A2

A3

A4

D
s

s

t
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Beweis: Der Winkel  s  tritt als Scheitelwinkel zwei mal auf. Der Winkel  t  tritt als
Peripheriewinkel über der Sehne A2A3  bei  A1  und  A2  auf. Der Winkel  r  tritt als
Peripheriewinkel über der Sehne A1A4  bei  A2  und  A3  auf. ˝

Die Umkreis-Inkreis-Formel von Lazare Nicolas Marguérite CARNOT (1753-
1823):
Sei  U  der Umkreismittelpunkt eines Dreieckes  ABC  mit den Seiten  a, b, c  und seien |U,
a|,  |U, b|,  |U, b|  die Entfernungen des Umkreismittelpunktes von diesen Seiten, dann gilt
mit  R=Umkreisradius  und  r=Inkreisradius die Gleichung

|U, Ma|+|U, Mb|+|U, Mc|=R+r.

Mb

A

CB
G127Ma

Mc

U

Hc

Ha

Hb

Beweis: Wir beschränken uns beim Beweis auf ein spitzwinkeliges Dreieck  ABC. Für den
Inkreisradius haben wir die Formel  r.(a+ b+ c)= 2.Fl (A B C ) . Weiters ist
Fl (ABC)=Fl (UAB)+Fl (UBC)+Fl (UCA)=2(c.|U, Mc|+a.|U, Ma|+
b.|U, Mb|). Daher gilt

(3) r.(a+b+c)=c.|U, Mc|+a.|U, Ma|+b.|U, Mb|. Die Dreiecke  UAB,
UBC, UCA  sind gleichschenkelig, und aus dem Peripherie-Zentri-Winkelsatz folgt, dass
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∠ B U A= 2 g , ∠ C U B= 2a , ∠ A U C= 2b . Daher ist  a= ∠ B U M a, b=
∠ CUMb, g=∠ AUMc. Die folgenden Dreiecke sind rechtwinklig und daher ergibt sich ihre
Ähnlichkeit schon aus der Übereinstimmung in einem Winkel, der der Hypotenuse anliegt.
Also  ABHb  ähnlich  ACHc  ähnlich  BUMa  weil bei allen drei der Winkel  a  vorkommt,
BCHc  ähnlich  BAHa  ähnlich  CUMb  weil bei allen drei der Winkel  b  vorkommt,  CAHa
ähnlich  CBHb  ähnlich  AUMc  weil bei allen drei der Winkel  g  vorkommt.  Wir gewinnen
also die folgenden Proportionen ( kürze re  Ka the te: H y p o t e n u s e )
|A, Hb|:c=|A, Hc|:b=|U, Ma|:R  und deswegen gilt (Summenformel bei Proportionen)
|U , M a | . ( b+ c ) = R . ( | A , H b | + | A , H c | )   und analog dazu gilt
|U, Mb|.(c+a)=R.(|B, Hc|+|B, Ha|), |U, Mc|.(a+b)=R.(|C, Ha|+|C, Hb|). Durch
Addition der drei Gleichungen folgt

(4) |U, Ma|.(b+c)+|U, Mb|.(c+a)+|U, Mc|.(a+b)=R.(|A, Hb|+
|A, Hc|+|B, Hc|+|B, Ha|+|C, Ha|+|C, Hb|)=R.(a+b+c). Die Addition von
(3)   und  (4)   ergibt  c.|U, M c|+a.|U, M a|+b.|U, M b|+|U, M a|.(b+ c) +
|U, Mb|.(c+a)+|U, Mc|.(a+b)=r.(a+b+c)+R.(a+b+c), also  (a+b+c).
(|U, Ma|+|U, Mb|+|U, Mc|)=(a+b+c).(R+r). ˝

Übung: Berechnen Sie den Umkreisradius des Sehnenviereckes und die Länge der beiden
Diagonalen.

Der Satz des Ptolemeus
Vier Punkte  A, B, C, D  liegen genau dann auf einem Kreis, wenn

|A, D|.|B, C|+|A, B|.|C, D|=|A, C|.|B, D|.

A

B

C

D

Q

a

a i t

t

b

b

G096

Beweis: Wir zeichnen den Punkt  Q  auf der Diagonale  B, D  so, dass sich der Winkel  t
wiederholt. Aus dem Peripheriewinkelsatz (Sehne CB)  folgt das zweimalige Auftreten eines
Winkels mit  Mass  a  bei  A  bzw. bei  D und ein zweimaliges Auftreten eines Winkels mit
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Mass  b  (Sehne CD)  bei  A  und  B. Daher sind die Dreiecke  ABC  und  DQC  ähnlich. Also
folgt  |C, D|:|Q, D|=|A, C|:|A, B|, also

(3) |A, B|.|C, D|=|A, C|.|Q, D|. Ebenso ähnlich sind die Dreiecke  BCQ  und
ACD. Hier folgt  |B, C|:|B, Q|=|A, C|:|A, D|, also

(4) |B, C|.|A, D|=|A, C|.|B, Q|. (3)+(4)  ergibt
|A, B|.|C, D|+|B, C|.|A, D|=|A, C|.|Q, D|+|A, C|.|B, Q|=
=|A, C|.|B, D|.

Die folgende Ungleichung des Ptolemeus beinhaltet auch die Umkehrung des Satzes von
Ptolemeus. ˝

Die Ptolemeus´sche Ungleichung
Für konvexe Vierecke  ABCD  gilt  |A, D|.|B, C|+|A, B|.|C, D|≥|A, C|.|B, D|. Die
Gleichheit gilt genau dann, wenn das Viereck noch dazu ein Sehnenviereck ist.

G130

A=D@

B=B@

D

C@ C

A@

Beweis: In diesem Beweis wird der Satz von Ptolemeus noch einmal bewiesen, was nicht
schadet. Ausgehend vom Viereck  ABCD  drehen wir dieses um den Punkt  B so weit, dass die
Gerade B@D@  mit der Geraden  AB  übereinstimmt und wir nehmen dann eine Streckung des
gedrehten Vieereckes mit Zentrum  B  vor, sodass  A=D@  wird. Den Streckungsfaktor
bezeichnen wir mit  k, sodass also  k.|B, D|=|B@, D@|=|B, A|  gilt. Nun sind die Dreiecke
A B C @   unf  DBC  ähnlich und daher gilt  | A , B | : | A , C @ | =
|B, D|:|C, D|, woraus  |A, C@|=|A, B|.|C, D|:|B, D|  folgt. Weiters ist der Winkel
∠ C@BC  gleich dem ∠ ABD  und  daher sind die Dreiecke  C@BC   und  ABD  ebenfalls
ähnlich. Daraus folgt  |C @ , B |:|B , C |= |A , B |:|B , D |= k. Es folgt auch
|B, C|:|C@, C|=|B, D|:|A, D|  und daher gilt  |C, C@|= |B, C|.|A, D|:|B, D|. Die
Dreiecksungleichung auf das Dreieck  AC@C  angewandt ergibt  |A, C|≤|A, C@|+
|C@, C|=|A, B|.|C, D|:|B, D||B, C|.|A, D|:|B, D|. Bruchfrei gemacht bedeutet dies
|A, C|.|B, D|≤|A, B|.|C, D|+|B, C|.|A, D|. In dieser Folgerung aus der Drei-
ecksungleichung gilt die Gleichheit genau dann, wenn  C@  auf der Strecke  AD  liegt. In diesem
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Fall gilt  ∠ BAC=∠ BAC@=∠ BDC  und aus dem Peripheriewinkelsatz folgt, dass genau in
diesem Fall das Viereck  ABCD  ein Sehnenviereck ist. ˝

Bemerkung: Man kann vier Punkte  D, A, B, C  auf einer Geraden  g  als die Eckpunkte eines
Sehnenviereckes auf einem unendlich grossen Kreis  g  betrachten, und dabei sieht man, dass
auch in diesem Fall der Satz von Ptolemeus gilt,

A B CD
G130

denn für relle Zahlen  D<A<B<C  gilt  (B-A).(C-D)+(A-D).(C-B)=B.C-
B.D-A.C+A.D+A.C-A.B-D.C+D.B=B.C+A.D-A.B-D.C=(B-D).
(C-A). ˝

Eine interessante (und geniale) Verallgemeinerung des Satzes von Ptolemeus stellt der Satz von
Casey dar.

Satz von Casey: ✤
Sei eine Konfiguration von 5 Kreisen wie in der Skizze gegeben, sodaß 4 dieser Kreise  k1,
k2, k3, k4 den fünften Kreis  k  von aussen berühren. Nach Casey gilt dann für die Längen
tik  der gemeinsamen äusseren Tangenten der Kreise  k i  und  kk  die Beziehung
t12.t34+t41.t23=t13.t42.

Beweis:  Sei  R  der Radius von  k  und seien  ri  die Radien der Kreise  ki. Wir bezeichnen
mit  Bi  die Berührpunkte der Kreise  ki  mit dem Kreis  k, mit  zik  die Entfernungen der
Mittelpunkte  Oi  und  Ok, mit  sik  die Entfernungen der Berührpunkte  Bi  und  Bk  von-
einander und mit  eik  die Winkel  ∠ OiOOk. Aus dem Cosinussatz folgt  sik

2=R2+
R2-2.R.R.cos (eik)=2.R2.(1-cos (eik)). Also  1-cos (eik)=(sik

2)/(2.R2).



154

R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil2   27. August 1956

z42

z13

O1 O2

O4

O

O3

t12

t41

t34

t23t13

t42

s23

s12

s41

s34

z12

z23

z34

z41

G121

k2

k1

k3k4

k

Ebenfalls mit dem Cosinussatz gewinnen wir  zik
2=(R+ri)2+(R+rk)2-2.(R+ri).

(R+rk).cos (eik)=2.R2+2.R.ri+2.R.rk+ri
2+rk

2-2.R2.cos (eik)-2.R.ri.
cos (eik)-2.R.rk.cos (eik)-2.ri.rk.cos (eik)=2.R2.(1-cos (eik))+2.R.(ri+rk)
+ri

2+rk
2-2.R.(ri+rk).cos (eik)-2.ri.rk.cos (eik)=sik

2+2.R.(ri+rk).
(1-cos (eik))+ri

2+rk
2-2.ri.rk.cos (eik). Mit Hilfe des Pythagorischen Lehrsatzes

bekommen wir  tik2=zik
2-(ri-rk)2=sik

2+2.R.(ri+rk).(1-cos (eik))+ri
2+rk

2-
2.ri.rk.cos (eik)-ri

2-rk
2+2.ri.rk=sik

2+2.R.(ri+rk).(1-cos (eik))+2.ri.rk.
(1-cos (eik))=sik

2+2.(R.(ri+rk)+ri.rk).(1-cos (eik))=sik
2+2.(R.

(ri+rk)+ri.rk).(sik
2)/(2.R2)=sik

2.(R2+R.(ri+rk)+ri.rk)/R2. Bezeichnen wir nun den
Zähler des Bruches mit  Zik≠ R 2+ R.( ri+ rk)+ ri. rk, so gilt also  tik= sik.
(√Zik)/R  und  tik. tjl= sik.sjl.(√Zik.Zjl)/R2. Nun ist  Zik.Zjl=(R2+R.(ri+ rk)
+ri.rk).(R2+R.(rj+rl)+rj.rl)=R4+R3.(rj+rl)+R2.rj.rl+R3.(ri+rk)+R2.
(ri+rk).(rj+rl)+R.(ri+rk).rj.rl+R2.ri.rk+R.(rj+rl).ri.rk+ri.rk.rj.rl=R4+
R3.(ri+rk+rj+rl)+R2.(rj.rl+ri.rk+ri.rj+ri.rl+rk.rj+rk.rl)+R.(ri.rj.rk+rj.rk.rl
+rk.rl.ri+rl.ri.rk)+ri.rj.rk.rlFNikjlFN  falls  {i, j, k, l} ={1, 2, 3, 4}. Wir rechnen
daher  t23. t14+ t12. t34- t13. t24=( s23. s14+ s12. s34- s13. s24).(√N)/R2=
[Ptolemeus!]=0. ˝

Bemerkung: Tauscht man eine oder mehrere der äusseren Tangenten durch innere Tangenten
aus, so verläuft der Beweis völlig analog und das Resultat verändert sich nicht. Man kann sehr
leicht sehen, dass von dem Satz auch die Umkehrung gilt.

Der Seiten-Satz vom Tangentenviereck:
Ein konvexes Viereck  ABCD  ist genau dann ein Tangentenviereck, wenn die Summe gegen-
überliegender Seitenlängen gleich ist, also  a+c=b+d  gilt.
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Beweis: Sei einmal  ABCD  ein Tangentenviereck.

A

B

C
D

a1
a2

b1

b2

c1
c2

d2

d1

k

G034

Es ist  a=a1+a2, b=b1+b2, c=c1+c2, d=d1+d2, und wegen  a1=d2, b1=a2, c1=b2,
d1= d2 folgt  a+ c= a1+ a2+ c1+ c2= a1+ b1+ c1+ d1  und  b+ d= b1+ b2+
d1+d2=b1+c1+d1+a1. Es gilt also  a+c=b+d. Sei nun zum anderen Mal  ABCD  ein
konvexes Viereck, für welches bezüglich der Seitenlängen  a+c=b+d  gilt.

B

A

C
D

a1
a2

b1

c

d2

k

b2@

d1@

c2@ c1@

D@

C@

G034

Wir zeichnen einen Kreis  k, welcher drei Seiten, etwa  a, b, d,  von innen berührt. Weiters soll
a≥c, wie in der Skizze gelten. Wir zeichnen nun eine Parallele  c@  zur vierten Seite  c, welche
den Kreis  k  tangiert. Das durch die Geraden  a, b@, c@, d@  begrenzte Viereck  V@  ist ein
Tangentenviereck,  und daher gil t  für die Längen seiner Seiten
a+c@=(a1+a2)+(c1@+c2@)=(b1+b2@)+(d2+d1@). Schneidet nun der Kreis die durch  c
bestimmte Gerade nicht (wie in der Zeichnung) , so ist  a+ c≤ a+ c@   und
d+b>(b1+b2@)+(d2+d1@). Also  a+c<b+d  im Widerspruch zur Voraussetzung.
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Schneidet  jedoch die durch  c  bestimmte Gerade den Kreis in zwei Punkten, so ist
a+c≥a+c@  und  d+b<(b1+b2@)+(d2+d1@), also  a+c>b+d  im Widerspruch zur Vor-
aussetzung. Es kann also  c  nur den Kreis berühren, und daher ist  ABCD  ein
Tangentenviereck. ˝

Der Zentriwinkel-Satz vom Tangentenviereck
Es gilt (Skizze)  a+g=180o  und  b+d=180o.

A

B

C

D

A@

D@

B@

C@

a

b
g

d

G157

I

Beweis:  Bezeichne  I  den Inkreismittelpunkt. Kongruent sind jeweils die rechtwinkeligen
Dreiecke

AIA@  mit  AIB@,  BIB@  mit  BIC@,  CIC@  mit  CID@, DID@  mit  DIA@.
Und wir haben

∠  AIA@=∠  AIB@, ∠  BIB@=∠  BIC@,
∠ CIC@=∠  CID@, ∠  DID@=∠  DIA@.

Daher ist
∠  AIA@+∠  DIA@+∠  BIC@+∠  CIC@=
∠  AIB@+∠  BIB@+∠  CID@+∠  DID@, also
a+b=g+d.

Wegen  a+b+g+d=360o  folgt  a+b=g+d=180o. ˝
   

Der Durchmessersatz
Der Sinus eines Dreieckswinkels ist gleich dem Quotienten von Gegenseite durch Durchmesser
des Umkreises.
Andere Formulierung:  Der Durchmesser des Umkreises eines Dreieckes ist gleich

d=
a

sin (a)
.
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A

B

C

G

a

j

a

d

A

C

a

j

a

d

G
B

G069

Beweis:  Aus dem Peripheriewinkelsatz bezüglich der Sehne  a  folgt: Ist  a  ein spitzer
Winkel, so ist   j=a.  Ist  a  ein stumpfer Winkel, so ist   j=p-a. Das Dreieck  BCG  ist
rechtwinklig bei  B  [Thaleskreis]. Daraus folgt  sin (j)=a/d.  Weiters ist   sin (a)=
sin (p-a)=sin (j). ˝

Der Sinussatz
Für jedes Dreieck gilt  a:sin (a)=b:sin (b)=c:sin (g)=2R=d=Durchmesser des Um-
kreises. Andere Formulierung:  a:b:c=sin (a):sin (b):sin (g). Der Satz folgt unmittelbar
aus dem Durchmessersatz. ˝

Der Umkreis eines Dreieckes
Sind  A, B, C  die Eckpunkte eines Dreieckes, so liegen auf der Seitensymmetrale  sc  alle
Punkte der Ebene, welche von  A  und von  B  den gleichen Abstand haben. Auf der Seiten-
symmetrale  sa  liegen alle Punkte, welche von  B  und  C  den gleichen Abstand haben.

A

B

C

U

sa
sb

sc

G083
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Da die Seiten  c  und  a  nicht parallel sind, sind auch die Seitensymmetralen  sc  und  sa, die ja
senkrecht auf den entsprechenden Seiten stehen, ebenfalls nicht parallel und schneiden sich
daher in einem Punkt  U, für welchen einerseits  |U, A|=|U, B|  und andererseits  |U,
B|=|U, C|  gilt. Somit gilt  |U, A|=|U, C| was wiederum bedeutet, dass  U  auf der
Seitensymmetralen  sB  liegt, welche ja alle Punkte enthält, die von  A  und  C  gleich weit
entfernt sind. Daher schneiden sich  s a, s b, s c  in  U. Offensichtlich ist  U  der
Umkreismittelpunkt des Dreieckes.

Der Flächeninhalt eines Dreieckes

Falls das Dreieck eine Ecke im Ursprung hat, dann gehen wir vollkommen elementar so vor:

B=(x2, y2)

A=(x1, y1)

O B@ A@

x1

x2
G049

(3) FlDreieck (O, A, B)=FlDreieck (O, B, B@)+FlTrapez (B, B@, A@, A)-
-FlDreieck (O, A@, A)=
=2.x2.y2+2.(y1+y2).(x1-x2)-2.x1.y1=2.(x1.y2-x2.y1).

Das Dreieck  OAB  wird in dieser Zeichnung im mathematisch positiven Sinn (=Ge-
genuhrzeigersinn)  durchlaufen. Vertauschen wir die Rolle der Punkte  A  und  B, so wird
OBA  im mathematisch negativen Sinn (=Uhrzeigersinn) durchlaufen. Dabei ändert sich in
(3)  das Vorzeichen, sodass also  FlDreieck (O, A, B)=-FlDreieck (O, B, A)  gilt. Es wäre nun
zu früh, durch die Verwendung des Absolutbetrages zu erzwingen, dass beide Flächeninhalte
positiv sind.
Ist das Dreieck  A@B@C@  in beliebiger Lage, so verschieben wir das Dreieck mit dem Punkt  A
in den Ursprung, damit wir wieder die Formel  (3)  anwenden können. Dann ist also  O=A@-
A @ ,  A= B @ - A @ ,  B= C @ - A @   oder, wenn wir  A@ = ( x 1 , y1) , B@ =
(x2, y2), C@=(x3, y3)  haben, so wird  A=(x2-x1, y2-y1)  und  B=(x3-x1, y3-y1),
und dies in die Formel  (3)  eingesetzt ergibt

(4) FlDreieck (A@, B@, C@)=2.((x2-x1).(y3-y1)-(x3-x1).(y2-y1))=
2.((x1.y2-x2.y1)+(x2.y3-x3.y2)+(x3.y1-x1.y3)).
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Man beachte, dass der zweite Summand und der dritte Summand jeweils entstehen, wenn man
die Indizes zyklisch vertauscht:  1–2–3–1. Dies ist auch auf der elementaren Stufe
des Verständnisses wichtig, weil hier Schreib- oder Rechenfehler entdeckt werden können. Die
Vertauschung zweier der drei Punkte ändert wieder den Durchlaufsinn des Dreieckes und das
Vorzeichen des Flächeninhaltes. Wir können nun die Formel  (4)  in Determinantenform
schreiben

(1) FlDreieck (A@, B@, C@)=2.(Det (x1

x2

y1

y2

)+Det (x2

x3

y2

y3

)+Det (x3

x1

y3

y1

)).

Nun formen wir um zu einer einzigen Determinante

(2) FlDreieck (A@, B@, C@)=2.Det ( x1
x2
x3

y1
y2
y3

1
1
1
).

Aus den folgenden Skizzen lesen wir ab, dass ein Dreieck mit der Grundlinie  g  und der Höhe
h  den halben Flächeninhalt eines Rechteckes mit der Länge  g  und der Breite  h  hat.
Fall 1: Das Dreieck ist spitzwinkelig.

g

h

A B

C

a

G049

Fall 2: Das Dreieck ist stumpfwinkelig.

g

h

A B

C DE FG

a

G049

FlDreieck (A, B, C)=2.FlParallelogramm (A, B, C, D)=2.FlRechteck (A, B, E, F). Demnach ist
(3) FlDreieck (A, B, C)=g.h/2. Nun ist  g=c  und  h=sin (a).b, sodass wir zu
(4) FlDreieck (A, B, C)= c.b.sin (a)/2  kommen.
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Nun stellen wir das Dreieck in einer speziellen Polarkoordinaten-Form dar.

j1j2
(r, 0)=A

B

C
G049

Dabei ist das Dreieck in drei Teildreiecke, welche jeweils einen Eckpunkt im Ursprung haben,
zerlegt, und der Umkreisradius  R  ist jeweils die Länge von  2  Seiten. Mit der Flächenformel
(4)  rechnen wir
(5) FlDreieck (A, B, C)=2.r.r.sin (j1)+2.r.r.sin (j2-j1)+2.r.r.sin (360-
j2)=(r2/2).(sin (j1)+sin (j2-j1)+sin (360-j2))=[Additionstheorem]=
=(r2/2).(sin (j1)+sin (j2).cos (j1)-cos (j2).sin (j1)-sin (j2))=9=
=2.r2.|sin (j1/2).sin (j2/2).sin ((j1-j2)/2)|.

Wichtig ist die Heronsche Formel für den Flächeninhalt eines Dreieckes, von dem man die
Seitenlängen  a, b, c  kennt. Man definiert  s=2.(a+b+c)=halber Umfang des Dreieckes
und hat dann
(6) FlDreieck=√s.(s-a).(s-b).(s-c).
Beweis :  Mit dem Cosinussatz bekommen wir  c2= a2+ b2- 2ab.cos (g) , also
cos (g)=(a2+b2-c2)/(2.a.b). Weiters bereiten wir vor  4.a2.b2-(a2+b2-c2)2=-
((a2+b2-c2)2-4.a2.b2)=-((a-b)2-2.c2.(a2+b2)2+c4)=-(((a+b)2-c2)((a-
b)2-c2))=-(a+b+c).(a+b-c).(a-b+c).(a-b-c)=16.s.(s-a).(s-b).(s-c). In
die Formel  (4)  eingesetzt, gilt also
FlDreieck=2.a.b.sin (g)=2.a.b.√1-cos2 (g)=

=2.a.b.√4.a2.b2-(a2+b2-c2)2

4.a2.b2 =√4.a2.b2-(a2+b2-c2)2

16
=

=√s.(s-a).(s-b).(s-c) . ˝
Offensichtlich verwandt dazu ist eine Flächenformel für Sehnenvierecke von Brahmagupta
(Hindu-Mathematiker und Astronom  598-668). Hat ein Sehnenviereck die Seitenlängen  a, b,
c, d  und ist wieder  s=2.(a+b+c+d)  der halbe Umfang des Sehnenviereckes, so ist der
Flächeninhalt des Sehnenviereckes gleich
(7) FSehnenviereck=√s.(s-a).(s-b).(s-c).(s-d). ˝
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Mit   u= 2.s=Umfang des Dreieckes mit den Seiten  a, b, c  rechnen wir weiter
FlDreieck

2=s.(s-a).(s-b).(s-c)/16=(a+b+c).(-a+b+c).(a-b+c).(a+b-
c)/16=2.(a2.b2+a2.c2+b2.c2)/16-(a4+b4+c4)=((a+b)2-c2).(c2-(a-b)2)/
16=u.(u-2a).(u-2b).(u-2c)/16, also mit  2.R=a/sin (a)=9   folgt jetzt
FlDreieck=2.R2.sin (a).sin (b).sin (g)=a.b.c/(4.R)=r.s. ˝

Satz: Sei  ABC  ein Dreieck  und sei  D  ein Punkt, von dem aus die Lote auf die drei Sei-
ten(geraden)  des Dreieckes gezogen werden. Die Fusspunkte der Lote liegen genau dann auf
einer Geraden (Simson/Wallace-Gerade), wenn der Punkt  D  auf dem Umkreis des
Dreieckes liegt. (Robert Simson 1687-1768, William Wallace  1768-1843).
Beweis: 

A B

C

E
F

D

G

G053

Die Fusspunkte der Lote durch  D  auf die Seiten heissen  E, F, G. Die Vierecke  DEBG  und
DFCG  sind Sehnenvierecke. Aus dem ersten folgt mit dem Peripheriewinkelsatz:

(3) w(DGE)=w(DBE). Aus dem zweiten folgt analog
(4) w(DCA)¢w(DCF)=w(DGF). Also  w(DGE)=[(3)]=w(DBE)¢

w(DBA)¢[Umkehr der Richtung]=-w(ABD)=[Peripheriewinkel bezüglich des
Umkreises]=-w(ACD)¢[Umkehr der Richtung]=w(DCA)=[(4)]=w(DGF).
Also  w(DGE)=w(DGF). Dies ist nur möglich, wenn  E, F, G  auf einer Geraden liegen. ˝
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Die vier merkwürdigen Punkte eines Dreieckes
Das Wort "merkwürdig" bezieht sich auf die Schulgeometrie. Es handelt sich um: Um-
kreismittelpunkt, Inkreismittelpunkt, Schwerpunkt und Höhenschnittpunkt.

Der Umkreismittelpunkt eines Dreieckes
Ist ein Dreieck  ABC  gegeben, so ist die Seitensymmetrale  sAB  der Ort aller Punkte, welche
von  A  und  von  B  gleichen Abstand haben. Analog ist die Seitensymmetrale  sBC  der Ort
aller Punkte, welche von  B  und  C  gleichen Abstand haben. Somit ist der Schnittpunkt  U
von  sAB  und  sBC  der Punkt, welcher sowohl von  A  als auch von  B  als auch von  C
gleichen Abstand hat. Damit geht die Seitensymmetrale  sAC, welche ja der Ort aller Punkte ist,
welche von  A  und  C  gleichen Abstand haben auch durch  U.

A

B

C

U

sBC

sCA

sAB

G083

Der Höhenschnittpunkt eines Dreieckes
Sind  A, B, C  die Eckpunkte eines Dreieckes, so betrachten wir die Geraden  ga  durch  A
parallel zu  a, gb  durch  B  parallel zu  b  und  gc  durch  C  parallel zu  c. Diese Geraden
schneiden sich in Punkten  A@, B@, C@  eines Dreieckes, dessen Seiten  a@, b@, c@  Abschnitte
der Geraden  ga, gb, gc  sind.
Die Dreiecke  ABC@, AB@C  und  ABC@  sind zu  ABC  konkruent.
Die Seitensymmetralen  sa, sb, sc  des Dreieckes  A@, B@, C@  sind gleichzeitig die Höhenlinien
des Dreieckes  A, B, C  und sie schneiden sich im Umkreismittelpunkt  U@  des Dreieckes  A@,
B@, C@. Daher ist  U@  der Schnittpunkt  H  der Höhen des Dreieckes  A, B, C.
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A

B

C

sa

sb

scA@

B@

C@

H

G083

ga

gc

gb

Der Flächenschwerpunkt eines Dreieckes
Die Verbindungsgeraden  Sa, Sb, Sc  der Eckpunkte  A, B, C  mit den entsprechenden
Seitenmittlelpunkten  Ma, Mb, Mc  eines Dreieckes heissen die Schwerlinien.

Satz: In jedem Dreieck schneiden sich die Schwerlinien  in einem Punkt  S  (Schwerpunkt)
und teilen sich dabei gegenseitig im Verhältnis  1:2.

 G101

Ma

Mb

A

C

B

Sb

Sa

B

Sc

C

Mb

Ma

A

S

Beweis:  Wir zeichnen die Mittelpunkte  Ma  und  Mb  der Seiten  a  bzw.  b. Nach der
Umkehrung des 1.Strahlensatzes mit Zentrum  C  ist die Strecke  MaMb  parallel zur Strecke
AB  und halb so lang wie diese. Nun zeichnen wir  Sa=AMa  und  Sb=BMb  und wir
markieren  S  als Schnitt von  Sa  mit  Sb.
Nun gilt nach dem zweiten Strahlensatz

|Mb, Ma|:|Ma, S|=|B, A|:|A, S|, also
|Ma, S|:|A, S|=|Mb, Ma|:|B, A|=1:2.

Dies bedeutet, dass die Schwerlinie  Sb  die Schwerlinie  Sa  im Verhältnis  1:2  teilt.
Da analog auch die Schwerlinie  Sc  die Schwerlinie  Sa  im Verhältnis  1:2  teilt, muss der
Teilungspunkt auf  Sa  derselbe, nämlich wieder  S  sein. Somit geht auch  Sc  durch  S. ˝
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Aufgabe: Gegeben sind die Koordinaten  A=(a1, a2), B=(b1, b2), C=(c1, c2)  der Eck-
punkte eines Dreieckes. Gesucht sind die Koordinaten  S=(s1, s2)  des Schwerpunktes.

B
A

C

S

G101
M

Lösung:  Bezeichne  M=(m1, m2)  den Mittelpunkt der Seite  AB. Dann gilt
S=A+(M-A)+(S-M).

Nun ist
M=(A+B)/2  und  S-M=(C-M)/3.

Dies eingesetzt ergibt
S=(A+B+C)/3. ˝

Aufgabe: Gegeben sind die Schwerlinien eines Dreieckes. Konstruiere das Dreieck.

A
B

C

S@

A@

S

G101

Lösung: Man fügt zum Dreieck  ABC  noch einmal dieses Dreieck als Dreieck BA@C  laut
Skizze an. Dann kann man das Dreieck  CSS@  konstruieren und zur Gesamtfigur ergänzen.

Der Inkreismittelpunkt
Die Winkelsymmetralen an den Spitzen  A, B, C  eines Dreieckes sind der Ort aller Punkte,
welche von den entsprechenden Seitengeraden gleichen Abstand haben. Daher ist der Beweis
für den Schnitt der Winkelsymmetralen in einem einzigen Punkt, dem Inkreismittelpunkt  I,
formal gleich zu führen, wie für den Umkreismittelpunkt. Also:  Wir zeichnen die
Winkelsymmetralen  wa, wb, wg. Auf  wa  befinden sich alle Punkte welche von den Seiten  b
und  c  denselben Abstand haben. Auf  wb   befinden sich alle Punkte welche von den Seiten  a
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und  c  denselben Abstand haben. Auf  wg   befinden sich alle Punkte welche von den Seiten  a
und  b  denselben Abstand haben. Der Schnittpunkt  I  von  wa  und  wb  ist somit ein Punkt,
der von  a, b, c  denselben Abstand hat und dieser Punkt  I  liegt daher auf  wg. Dies bedeutet
aber, dass sich die Winkelsymmetralen im Punkt  I  schneiden.

A

B

C

I

G046

w
a

wb

wg

a

c

b

Achtung: Die Berührpunkte des Inkreises sind im Allgemeinen nicht die Schnittpunkte der
Winkelsymmetralen mit den entsprechenden Seiten.

Mit dem Geodreieck können auf der Tafel sehr rasch die Winkelsymmetralen gewonnen
werden:

G170

S S

1.)
2.)

3.)

Die Symmetralen der Aussenwinkel schneiden sich in den Ankreismittelpunkten  A1, A2,
A3.
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B

C
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b
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G046

Satz: Der Radius des Inkreises eines Dreieckes  ABC  mit Seitenlängen  a, b, c  und
Semiperimeter  s=(a+b+c)/2  beträgt  r=2.Fl (ABC)/(a+b+c)=

√(s-a).(s-b).(s-c)
s

.

Beweis: Wir zerlegen das Dreieck  ABC  in die  3  Dreiecke  IAB, IBC, ICA, welche alle die
Höhe  r  haben.

r

rr

a

b
c

A

CB
G127

I

Es folgt  Fl (ABC)= a.r/2+b.r/2+c.r/2=(a+b+c).r/2=s.r. Mit Hilfe der Heronschen
Flächenformel bekommen wir

r=√(s-a).(s-b).(s-c)
s

. ˝

Übung: Zeigen Sie, dass der Radius des Inkreises gleich

r=
a+b+c

2
.tan (a/2).tan (b/2).tan (g/2)=
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=(s-a).tan (a/2)=(s-b).tan (b/2)=(s-c).tan (g/2)=

=
a.sin (a/2).sin (g/2)

cos (a/2)
=9  ist.

Die Winkelsymmetralen schneiden auf den Seiten des Dreieckes die Punkte  A*, B*, C*  aus.
(Achtung: Dies sind nicht die Berührpunkte des Inkreises!)

A

B

C

I

A*

C*

B*

G046

Für sie gilt die Beziehung  |B, C|:|B, A|=|B *, C|:|B *, A|, |C, A|:|C, B| =
|C*, A|:|C*, B|, |A, B|:|A, C|=|A*, B|:|A*, C|.
Dies ist der

Satz von der inneren Winkelhalbierenden:
Eine innere Winkelhalbierende eines Dreieckes  ABC  teilt die Gegenseite im Verhältnis der
anliegenden Seiten.

g/2
g/2

g/2

g/2

A B

C

E

D
G107

Beweis:  Wir ergänzen die Figur laut Skizze. Dann lesen wir
(3) |C, B|=|C, E|  ab. Der Strahlensatz liefert  |A, C|:|C, E|=|A, D|:|D, B| also
mit  (3)  |A, C|:|C, B|=|A, D|:|D, B|. ˝
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Die Eulergerade des Dreieckes

Satz: Der Höhenschnittpunkt  H, der Umkreismittelpunkt  U  und der Schwerpunkt  S  eines
jeden Dreieckes liegen auf einer Geraden (Eulergerade  e) [Leonhard Euler 1707-1783].
Eselsbrücke: Jan HUS  geb.1370  war ein bömischer Reformator, der gegen Kirche und
Kaiser standhaft blieb und am  6.7.1415  beim Konzil von Konstanz auf dem Scheiterhaufen
liquidiert wurde, obwohl ihm freies Geleit zugesichert war. Seitdem ist er böhmischer Märtyrer
und Nationalheld.

A

B

C

A@

B@

C@

e

H

U
S

G083

Beweis:  Die Mittelpunkte  A@, B@, C@  der Seiten  a, b, c  des Dreieckes  ABC  ergeben ein
halb so grosses Dreieck (=Mittendreieck)  wie es das grosse Dreieck  ABC  ist. Die beiden
Dreiecke gehen durch eine zentrische Ähnlichkeit auseinander vor, wobei die Schwerlinien  des
grossen Dreieckes Ähnlichkeitsstrahlen sind und somit der Schwerpunkt  S  des grossen
Dreieckes das Ähnlichkeitszentrum ist. Wir wissen bereits, dass die Höhen des kleinen
Dreieckes sich im Umkreismittelpunkt des grossen Dreieckes schneiden. Es ist also  U=H@=
Höhenschnittpunkt des kleinen Dreieckes. Der Ähnlichkeitsstrahl  e  durch das
Ähnlichkeitszentrum  S  verbindet   H  mit  H@. Damit liegen  H, U, S  auf einer Geraden,
nämlich  e. Wir sehen weiters, dass der Schwerpunkt die Strecke  HU  im Verhältnis  2:1
teilt. ˝

Der Feuerbachsche 9-Punktekreis eines Dreieckes
[Karl Wilhelm Feuerbach 1800-1834]  Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit
annehmen, dass das Dreieck die Eckpunkte  A=(-a, 0), B=(b, 0), C=(0, c)  hat. Die
Seitenmittelpunkte haben dann die Form  Ma=(B+ C ) /2=( b/2, c/2) , Mb=
(C+A)/2=(c/2, a/2), Mc=(A+B)/2=(a/2, b/2). Der Kreis  kF  (=Feuerbachkreis)  durch
die Seitenmittelpunkte  Ma, Mb, Mc  wird durch die Gleichung

x2+y2+(a-b).x/2-(ab+c2).y/(2.c)=0   beschrieben (Einsetzen!).
Der Höhenfusspunkt  Hc  ist gleich dem Ursprung. Da die konstanten Glieder in der Gleichung
fehlen, liegt  Hc  auf dem Kreis  kF. Wählt man die Koordinaten so, dass  Ha  der Ursprung ist,
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dann fehlen ebenfalls die konstanten Glieder. Somit liegt  Ha  ebenfalls auf dem Kreis  kF.
Analog für  Hb.

A=(-a, 0)

C=(0, c)

Hb

O=Hc

Sc

Ha

a

a

B=(b, 0)
G072

Nun berechnen wir noch den zweiten Schnittpunkt   Sc  des Feuerbachkreises  kF  mit der Höhe
hc  (welche bei uns die  y-Achse ist). An der Gleichung können wir ablesen, dass dieser gleich
Sc=(0, (ab+c2)/2.c)  ist. Wir zeigen schliesslich, dass  Sc  die Strecke von  H  nach  C
halbiert. Dazu verwenden wir das dreimalige Auftreten des Winkels  a  laut Skizze. Es folgt
Dreieck  Hb, B, A  ähnlich  Dreieck  O, C, A  ähnlich  Dreieck  Hb, H, C. Daher ist  |Hb,
A|:(a+b)=a:√a 2 + b 2 , also  | H b , A| = ( a + b ) . a : √a2+b2.
Nun ist |H, C|:(√a2+b2-(a+b).a:√a2+b2)=√a2+ b2:c, also  |H, C|=(c2-
a.b)/c. Somit folgt  |H, C|/2=c/2-a.b/(2.c)  und daher  c-|H, C|=(ab+c2)/(2.c)
=y-Komponente von  Sc. Für  Sa  und  Sb  gilt Analoges. Somit geht der Feuerbachkreis
durch die  9  Punkte  Ma, Mb, Mc, Ha, Hb, Hc, Sa, Sb, Sc. Man kann noch wei ter zeigen, dass
der Mittelpunkt  Z  des Feuerbachkreises auf der Eulergeraden liegt und dass der
Feuerbachkreis den Inkreis und die drei Ankreise des Dreieckes berührt.

Der Feuerbachpunkt
Satz von Feuerbach: Der Feuerbachsche 9-Punktekreis berührt den Inkreis in einem Punkt,
dem sogenannten Feuerbachpunkt  F. Er berührt aber auch die drei Ankreise in Punkten  Fa,
Fb, Fc.
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Es gibt über 200 erforschte merkwürdige Punkte des Dreieckes. Diese Forschungen sind
durchwegs jüngeren Datums.

Das Wittenbauer-Parallelogramm ✤

A

A

A”

B

B@

B”

CD

C@

D@ C”

D”

S1

S2

m

S
U

V

W

X

M1

M2

G108

Geht man von einem beliebigen Viereck  ABCD  aus und drittelt man seine Seiten und verbindet
man die Drittelpunkte  A@, A”  sowie  B@, B” sowie  C@, C”  sowie  D@, D”, so entsteht das
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sogenannte Wittenbauer-Parallelogramm  UVWX, welches man mit Hilfe des
Strahlensatzes als seitenparallel zum Varignon-Parallelogramm erkennt.

Der Flächenschwerpunkt eines konvexen Vierecks
Der Mittelpunkt des Wittenbauer-Parallelogramms ist gleich dem Schwerpunkt des ursprüng-
lichen Viereckes  ABCD. Das sieht man so: Wir zerlegen das Viereck in zwei Teildreiecke
ABD  und  BCD. Der Schwerpunkt des Teildreieckes  ABD  liegt auf der Verbindungsstrecke
D”B@  und ist der Mittelpunkt  S1  dieser Strecke. Analog: Der Schwerpunkt des Teildreieckes
BCD  liegt auf der Verbindungsstrecke  D@B”  und ist der Mittelpunkt  S2  dieser Strecke.
Somit liegt der Schwerpunkt des gesamten Viereckes auf der Verbindungsgerade  m  von  S1
mit  S2. Diese Verbindungsgerade ist aber auch die Verbindung der Seitenmittlelpunkte  M1
von   UV  mit  M2  von  WX. Somit liegt auch der Schwerpunkt  S  von  UVWX  auf dieser
Geraden  m. Analog schliesst man für die Zerlegung in die Teildreiecke  ABC  und  DAC  von
UVWX. ˝

Die Realisierung der Ebene als Gausssche Zahlenebene  Ç={x+i.y:x, yæ¸}.
Die Addition komlexer Zahlen entspricht der Vektoraddition in  ¸2. Die Multiplikation einer
komplexen Zahl mit der  n-ten Einheitswurzel  zn=exp (i.2.p/n)  entspricht einer Drehung um
den Ursprung um den Winkel  2.p/n.

0 x

i.y

A
B

C

G125

a
b

c

Ein gleichseitiges Dreieck  ABC  in  Ç hat mit  z3Fw  die Eigenschaften  c=(B-A),
a=(C-B), b=(A-C)  und  c.w=a, a.w=b, b.w=c. Wegen  0=c+a+b=
c+c.w+c.w2=c.(1+w+w2), haben wir  1+w+w2=0. Der Multiplikation mit der dritten
Einheitswurzel  w= exp (i.2.p /3)  entspricht eine Drehung um  120o  gegen den
Uhrzeigersinn, also im mathematisch positiven Sinn.

Satz:  Die Punkte  O, A, BæÇ  sind genau dann die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreieckes,
wenn  A+w.B=0.
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0 x

i.y
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B

G125w.B

12
0o

Beweis: Siehe Skizze. ˝

Satz: Punkte  A, B, CæÇ  sind genau dann die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreieckes in
Ç, wenn  A+w.B+w2.C=0  gilt.
Beweis: Es ist  a=C-B, b=A-C, c=B-A. Das Dreieck  A, B, C  ist genau dann gleich-
schenkelig, wenn  a=a, b=a.w, c=a.w2. Gelte nun einmal  a=a, b=a.w, c=a.w2, dann
folgt  A+ w.B+ w 2.C= A+ w.(A+ c)+w 2.(A+ c+ a)=A+ w.(A+
a.w2)+w2.(A+a.w2+a)=(A+w.A+w2.A)+(a.w3+a.w+a.w2)=0+0=0.
Es habe nun zum anderen Mal das Dreieck  A, B, C  die Eigenschaft  A+w.B+w2.C
=0. Dann ist das Dreieck mit den Ecken  A@=A-A, B@=B-A, C@=C-A  kongruent zum
Dreieck  ABC, und es gilt auch  A@+w.B@+w2.C@=A-A+w.B-w.A+w2.C-
w2.A=A+w.B+w2.C-(A+w.A+w2.A)=0. Da aber  A@=0, folgt  w.B@+w2.C@
=0, und weil  w£0, folgt  B@+w.C@=0, was bedeutet, dass mit  A@=O  das Dreieck
A@B@C@  gleichschenkelig ist. ˝

Beispiel (Alexander Bogomolny 1966):  Seien  AiBiCi  (i=1, 2, 3)  drei gleichseitige
Dreiecke, welche den Punkt  Ci  gemeinsam haben. Weiters seien  U=(A3+B1)/2,
V=(A2+B3)/2, W=(A1+B2)/2  die Mittelpunkte der beschriebenen Eckverbindungen. Dann
gilt:  Das Dreieck  UVW  ist gleichschenkelig.
Beweis: Sei die Ebene durch  Ç  repräsentiert und  w=exp (i.2.p/3). Wir legen den Ur-
sprung  O  und den gemeinsamen Punkt  Ci  zusammen. Da die Dreiecke  AiBiCi  gleichschen-
kelig sind, gilt
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V

G225

Wir haben zu zeigen, dass  U+w.V+w2.W=0, also  A3+B1+w.(A2+B3)+w2.
(A1+B2)=0  gilt. Wir benutzen nun die Beziehung (3), um die Ai  zu eliminieren. So
bekommen wir  A3+B1+w.(A2+B3)+w2.(A1+B)=-w.B3+B1+w.(-w.B2+B3)
+w2.(-w.B1+B2)=[w3=1]=-w.B3+B1-w2.B2+w.B3-B1+w2.B2=0. ˝

Der Satz von Napoleon

A

B

C

a

b

c

N1

N2

N3

A@

B@

C@

G098

Geht man von einem beliebigen Dreieck  ABC  aus und errichtet man über den  Seiten  a, b, c
gleichseitige Dreiecke, so bilden deren Mittelpunkte  N1, N2, N3  wieder ein gleichseitiges
Dreieck.
Beweis: Ein beliebter Beweis dieses Satzes verwendet die Interpretation des  ¸2  als  die kom-
plexe Zahlenebene  Ç   und die dritte Einheitswurzel  w= ei2p/3, für welche 1+w+
w2=0  und welche als Faktor in   w.U  den anderen Faktor  U  um  60o  dreht. Seien  A@, B@,
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C@  die Spitzen der gleichseitigen Dreiecke über  a, b, c. Dann ist  C@=B+(A-
B).w  und  N3=3.(A+B+C@)=3.(A+B+B+(A-B).w)=3.(A.(1+w)+
B.(2-w)). Analog ist  N1=3.(B.(1+w)+C.(2-w))  und  N2=3.(C.(1+w)+
A.(2-w)). Nun müssen wir nur noch  N3=N1+(N2-N1).w  zeigen, was aber durch
Einsetzen und mit  w2=-1-w  leicht folgt. ˝

Der kleine Napoleon

  

P1

P2

P3

P5

P6

P8

P9

P11

P4

P7

P14

P12

P13

P10

P2

P3
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P6

P8

P9

P10

P4

P7

G038

Dieser Satz behandelt einen Spezialfall des Satzes von Napoleon. Das Dreieck  ABC  dege-
neriert hier zu einer Strecke  AC  mit  A=P1, B=P8, C=P11, a=P8P11, b =P11P1,
c=P1P8. Hier behauptet der "kleine Napoleon", dass die Punkte  P2, P9, P7  die Eckpunkte
eines gleichseitigen Dreieckes sind. Dies kann man aber direkt aus der eingezeichneten Figur
mit den dunklen Dreiecken ablesen. ˝

Van Aubel´s Satz über Vierecke:

Zeichnet man an die  4  Seiten eines konvexen Viereckes Quadrate, so sind die Strecken von
einem ihrer Mittelpunkte  M1, M2, M3, M4  zum Mittelpunkt des gegenüberliegenden Quadrates
gleich lang und stehen aufeinander senkrecht.
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Beweis: Auch dieser Satz kann elegant mit Hilfe komplexer Zahlen bewiesen werden. Seien
wie in der Skizze die Eckpunkte des allgemeinen Viereckes gleich  w, x, y, z. Die Mittelpunkte
der Vierecksseiten sind dann  (w+x)/2, (x+y)/2, (y+z)/2, (z+w)/2. Die Seiten-Vektoren
der Vierecksseiten sind  w-x, x-y, y-z, z-w. Die Multiplikation mit  i  dreht diese Seiten-
Vektoren  im Gegenuhrze igers inn  um  90 o . Daher ist  M1=
(x+y)/2+i.(x-y)/2, M2=(w+x)/2+i.(w-x)/2),  M3=(z+w)/2+i.z-w)/2, M4
=(y+z)/2+i.y-z)/2. Es folgt  M1-M3=(x+y-z-w)/2+i.(x-y-z+w)/2, M2-
M4=(w+x-y-z)/2+i.(w-x-y+z)/2. Nun ist  i.(M2-M4)=(-w+x+y-z)/2+
i.(w+x-y-z)/2=M1-M2. ˝

Spezialfälle des Van-Aubel-Satzes:

w x y z

G099 G099

Man kann die Viereckspunkte so anordnen, dass sie auf einer Geraden liegen und damit eine
Strecke entsteht, oder so, dass zwei benachbarte Viereckspunkte zusammen fallen und damit
ein Dreieck entsteht.
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Das Ajima-Malfattiproblem

Gegeben ist ein Dreieck  ABC. Gesucht sind drei Kreise [=Malfatti-Kreise]  P, Q, R
innerhalb des Dreieckes, welche sich paarweise berühren und welche auch das Dreieck an
jeweils zwei Stellen berühren.
Das Problem des Auffindens der Malfatti-Kreise wurde von dem japanischen Tempelgeometer
Chokuen Ajima (1732-1798) und dem italienischen Geometer Gian Francesco Malfatti (geb.
1731 in Ala - Trento, gest. 1807 Ferrara) unabhängig voneinander gestellt.
Vom Malfatti-Problem sind viele Verallgemeinerungen untersucht worden. Die Beweise sind
aber meistens nicht gerade einfach.
Lösung des Malfatti-Problems mittels Rechnung
[Schellbach, Crelles Journal Bd 45, Dörrie, Triumph der Mathematik]

U V
A

u
v

w
w

P

R

J

Q

R

Q
P

p r

F q

J

u v
b1a1

t

B

CG044

Die Längen der Dreiecksseiten bezeichnen wir mit   a, b, c, die Mittelpunkte der Malfattikreise
mit  P, Q, R  und die Radien der Malfattikreise mit  p, q, r, den Inkreis des Dreieckes  ABC
mit  J , seinen Mittelpunkt mit  J  und seinen Radius mit  r . Die Längen der
Tangentenabschnitte von den Eckpunkten  A, B, C  an die Malfattikreise bezeichnen wir mit  u,
v, w,  und die Längen der Tangentenabschnitte von den Eckpunkten  A, B, C  an den Inkreis
mit  a1, b1, c1. Wie gewöhnlich sei  s≠(a+b+c)/2. Nun ist

a=b1+c1, b=c1+a1  und  c=a1+b1. Daraus folgt
(3) a1=s-a, b1=s-b, c1=s-c.
Die Punkte  P  und  J  liegen auf der Winkelhalbierenden beim Eckpunkt  A  und mit dem
Strahlensatz können wir daher  p:r=u:a1  herleiten. Somit ist

(4) p= r

a1
.u  und analog bekommt man  q= r

b1
.v.
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Die Malfattikreise  P  und  Q  berühren die Seite  c  des Dreieckes  ABC  in Punkten  U  bzw.
V.  Wir berechnen nun  t≠|U, V|  mit Hilfe des rechtwinkeligen Dreieckes  PQF, wobei  F
der Fusspunkt des Lotes von P  aus auf die Strecke  QV  sei. Es folgt also  |P, Q|2=|P,
F|2+|F, Q|2  oder  (p+q)2=t2+(q-p)2.  Daher ist

t2=(p+q)2-(q-p)2=p2+2.p.q+q2-p2+2.p.q-q2=4.p.q
und wir bekommen für  t  den Wert t=2.√p.q . Nun bekommen wir weiter mit  (4)

t=2.√ra1
.u. r

b1
.v   und weil  r=

a1.b1.c1

s
  ist  t=2.√ c1

s .√u.v .

Nun ist  |A, B|=c=u+t+v=c=u+v+2.√ c1
s .√u.v .

Analog leitet man

|B, C|=a=v+w+2.√ a1
s .√v.w   und

C, A|=b=w+u+2.√ b1
s .√w.u   her.

O.B.d.A. können wir  s=1  annehmen und haben dann bruchfrei
(5) a=v+w+2.√a1 .√ v.√w ,

b=w+u+2.√b1 .√w.√ u ,
c=u+v+2.√c1 .√ u.√ v .

Nun substituiert man
(S) a=sin2 (l), b=sin2 (m), c=sin2 (n), u=sin2 (y), v=sin2 (j), w=sin2 (c),
wobei man voraussetzen darf, dass die entsprechenden Winkel  spitz sind.
Es folgt mit  (3):

cos2 (l)=1-a=s-a=a1,
cos2 (m)=1-b=s-b=b1,
cos2 (n)=1-a=s-c=c1.

Daher können wir  (5)  umformen in
(6) sin2 (l)=sin2 (j)+sin2 (c)+2.cos (l).sin (j).sin (c),

sin2 (m)=sin2 (c)+sin2 (y)+2.cos (m).sin (c).sin (y),
sin2 (n)=sin2 (y)+sin2 (j)+2.cos (n).sin (y).sin (j).

Wir betrachten nun ein Dreieck  D, für das die Masse zweier Winkel die Werte  j  bzw.  c
annehmen und das einen Umkreisradius mit der Länge  R=2  hat. Der dritte Winkel hat dann
das Mass  180-j-cF180-lFl*, wobei  l=j+c  der Aussenwinkel bei der Ecke,
welche  j  und  c  nicht anliegt, ist.
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sin
(j
) sin

(c
)

sin (l)

j

c

j

c

D

l*

G044

Der Sinussatz lautet  a@:sin (a@)=b@:sin (b@)=c@:sin (g@)=2R@=1=Durchmesser des
Umkreises. Das bedeutet, dass die Seiten des Dreieckes  D  gleich  sin (j), sin (c)  und
sin (180-j-c)=sin (j+c)=sin (l)  sind. Der Cosinussatz, angewandt auf das Dreieck  D,
liefert  sin2 (l)=sin2 (j)+sin2 (c)+2.cos (l).sin (j).sin (c), und das ist gerade die erste
der Gleichung von  (6). Daraus folgt also in  (6), dass  l=j+c. Analog können wir die
beiden weiteren Gleichungen von  (6)  beurteilen, und kommen so zu  m=c+y, und
n=y+j. Führen wir noch den Winkel  sF(l+b+m)/2  ein, so bekommt unser Resultat
die Form  y=s-l, j=s-m, c=s-n. Die Konstruktion der Malfattikreise kann also so
geschehen:
(1) Ausgehend von den Seiten  a, b, c  des ursprünglichen Dreieckes konstruieren wir die
Winkel  l, m, n. Dies gelingt wegen  (S).
(2) Dann konstruieren wir  s  und damit  y, j, c.
(3) Dann konstruieren wir  sin2 (y), sin2 (j), sin2 (c)  und somit haben wir  u, v, w. ˝

Baryzentrische und orthogonal trilineare Dreieckskoordinaten
Gegeben sei ein Dreieck  A, B, Cæ¸2. Ist nun  Pæ¸2  ein beliebiger Punkt innerhalb oder
am Rand des Dreieckes, so betrachten wir die Flächeninhalte der Dreiecke  ABP, BCP, CAP.
Dies sind drei reelle Zahlen  Fl (A B P ) , Fl (B C P ) , Fl (C A P )≥ 0  und es gilt
Fl (ABP)+Fl (BCP)+Fl (CAP)>0. Jedes Tripel

(l.Fl (ABP), l.Fl (BCP), l.Fl (CAP))  mit  l£0
heisst ein baryzentrisches Koordinatentrippel von  P  bezüglich des Dreieckes
ABC. Wählt man  l0≠(Fl (ABP)+Fl (BCP)+Fl (CAP))-1, so heisst

(l0.Fl (ABP), l0.Fl (BCP), l0.Fl (CAP))
das normierte baryzentrische Koordinatentrippel von  P  bezüglich des Dreieckes
ABC. Man verwendet oft die Notation einer fortlaufenden Proportion und sagt dann, dass die
fortlaufende Proportion
(3) Fl (ABP):Fl (BCP):Fl (CAP)=(l.Fl (ABP):l.Fl (BCP):l.Fl (CAP))=9



179

R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil2   27. August 1956

die baryzentrischen Koordinaten von  P  bezüglich des Dreieckes  ABC  sind.

A
B

C

P

Fl (ABP)

Fl (BCP)

Fl
(C

A
P)

G066

Der Schwerpunkt  S  des Dreieckes  ABC  hat die baryzentrischen Koordinaten  1:1:1.
Dies sieht man so:

A

B

C

S

h/3

c

b

G066

Es ist  Fl (ABC)=c.h  und  Fl (ABS)=c.h/3. Somit ist  Fl (ABS)=Fl (ABC)/3. Analog ist
Fl (BCS)=Fl (ABC)/3  und  Fl (CAS)=Fl (ABC)/3, also  Fl (ABP):Fl (BCP):
Fl (CAP)=1:1:1.

Die orthogonal trilineare Dreieckskoordinaten sind ebenfalls Tripel, welche mit einem
konstanten Faktor multipliziert werden dürfen, ohne dass sich der damit bezeichnete Punkt  P
ändert. Die orthogonal trilinearen Dreieckskoordinaten eines Punktes  P  bezüglich des Dreieck
ABC sind so definiert:
(4) Fl (ABP)/c:Fl (BCP)/a:Fl (CAP)/b.
Weil [siehe Zeichnung]
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A
B

C

P

db da

dc

G066

Fl (ABP)=dc.c/2, Fl (BCP)=da.a/2, Fl (CAP)=db.b/2,  sind diese orthogonal trilinearen
Dreieckskoordinaten auch gleich
(5) db:da:db. Schliesslich ist nach dem Sinussatz  a=l.sin (a), b=l.sin (b),
c=l.sin (g), und daher gilt

(6)  
Fl (ABP)

c
:

Fl (BCP)
a

:
Fl (CAP)

b
=

Fl (ABP)
sin (g)

:
Fl (BCP)
sin (a)

:
Fl (CAP)
sin (b)

.
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Die 10 Aufgaben des Apollonius

Die Apollonischen Aufgaben lauten:
Gesucht ist ein Kreis  k, von dem
1.Aufgabe: P1, P2, P3 drei Punkte gegeben sind.
2.Aufgabe: P1, P2, t1 zwei Punkte und eine Tangente gegeben sind.
3.Aufgabe: P1, t1, t2 ein Punkt und zwei Tangenten gegeben sind.
4.Aufgabe: t1, t2, t3 drei Tangenten gegeben sind.
5.Aufgabe: P1, P2, k1 zwei Punkte und ein Berührkreis gegeben sind.
6.Aufgabe: P1, k1, k2 ein Punkt und zwei Berührkreise gegeben sind.
7.Aufgabe: k1, k2, k3 drei Berührkreise gegeben sind.
8.Aufgabe: t1, k1, k2 eine Tangente und zwei Berührkreise gegeben sind.
9.Aufgabe: t1, t2, k1 zwei Tangenten und ein Berührkreis gegeben sind.
10.Aufgabe:  P1, t1, k1 ein Punkt, eine Tangente und ein Berührkreis gegeben sind.

Wenn man die Geraden und die Punkte als Grenzfälle von Kreisen auffasst, so kann man alle
10 Probleme mit einem einzigen Ansatz lösen.

Wir führen hier elementargeometrische Lösungen der 10 Probleme an (nach Norbert
Hungerbühler, Zürich). Man kann diese Aufgaben  durchwegs mit Zirkel und Lineal lösen,
wobei nicht einmal Kenntnisse notwendig sind, welche über den Schulstoff hinausführen. Auf
die Diskussion der Anzahl der Lösungsmöglichkeiten lassen wir uns nicht ein, weil wir nur
grundsätzlich zeigen wollen, wie man bei der Konstruktion der Lösungen vorgehen kann.

Aufgabe 1: Sind von einem Kreis drei Punkte P1, P2, P3  gegeben, so ist der Kreis gleich
dem Umkreis des Dreieckes  P1P2P3.

Aufgabe  2: Gegeben ist eine Gerade  t  und zwei Punkte  A, B, welche auf derselben Seite
der Geraden  t  liegen. Gesucht sind die zwei Kreise  k1  und  k2, welche durch  A  und  B
gehen und welche  t   tangieren.

G159

t

A

B

k1

k2
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Lösung: Wir verwenden eine vergrösserte Skizze und studieren zuerst die Vorgangsweise.
Sodann überlegen wir uns, warum diese Vorgangsweise zum Ziel führt. Weiters kümmern wir
uns nur die Konstruktion des Lösungskreises  k1, denn die Konstruktion von  k2  verläuft
vollkommen analog.

G159

A

B

D

E

k1

k F2

F1

M1

C

t

T1

Zuerst konstruieren wir den Mittelpunkt  C  der Strecke  AB. Die Streckensymmetrale von  AB
schneidet die Gerade  t  in einem Punkt  D. Sodann zeichnen wir die Gerade  AD  und das Lot
von  C  aus auf die Gerade  g. Dieses Lot trifft die Gerade  g  in dem Lotfusspunkt  E. Sodann
zeichnen wir den Kreis  k, der  C  als Mittelpunkt hat und durch  E geht.
Der Schnitt dieser Kreislinie mit der Geraden  AD  sind die Punkte  F1  und  F2, wobei wir  -
wie bereits angekündigt - die Konstruktion nur mit dem Punkt  F1  weiter verfolgen wollen.
Nun zeichnen wir die Verbindungsgerade  CF1  und parallel  zu  CF1  die Gerade durch  A,
welche auf  CD  den gesuchten Mittelpunkt  M1  des gesuchten Kreises  k1  ausschneidet. Den
Radius des Kreises  k1  wählen wir gleich  |M1, A|. Das Lot von  M1  aus auf die Gerade  t
schneidet diese im Berührpunkt  T1. Soweit die Vorgangsweise. Nun wollen wir studieren,
warum diese Konstruktion zum Ziel führt: Der Radius des Kreises  k1  ist  |M1, A|. Daher
geht der Kreis  k1  durch  A. Das Dreieck  AM1B  ist gleichschenkelig, weil  M1  auf der
Seitensymmetralen von  AB  liegt. Daher liegt  B  ebenfalls auf der Kreislinie  k1. Die Dreiecke
CED  und  M1T1D  sind ähnlich. Daher ist  |M1,T1|:|C, E|=|M1, D|:|C, D|. Die
Dreiecke  CF1D  und  M1AD  sind ähnlich. Daher ist  |M1, A|:|C, F1|=|M1, D|:|C, D|.
Es folgt  |M1,T1|:|C, E|=|M1, A|:|C, F1|. Weil wir als Radius von  k  die Länge  |C,
E|  und  F1  auf  k  gewählt haben, ist  |C, E|=|C, F1|. Daher  ist  |M1, T1|=|M1, A|.
Daher liegt der Punkt  T1  auf der Kreislinie  k1. Weil  CE  senkrecht auf  t  steht, ist auch
M1T1  senkrecht auf  t. Deswegen tangiert die Gerade  t  den Kreis  k1. ˝

Aufgabe  3:  Von einem Kreis  k  sind zwei Tangenten  t1, t2  und ein Punkt  P  gegeben. Man
konstruiere den Kreis  k.
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G160 P

k

t1

t2

Z

Lösung: Man wählt auf der Tangente  t1  einen Punkt  T@. Weiters zeichnet man die
Winkelsymmetrale  s  der beiden Tangenten. Senkrecht zu  t1  zeichnet man durch T@  eine
Gerade, welche die Winkelsymmetrale  s  in einem Punkt  M@  schneidet. Nun zeichnet man
den Kreis  k@  mit dem Mittelpunkt  M@  durch den Punkt  T@. Sodann zeichnet man den
Ähnlichkeitsstrahl  p  durch  P  und  Z. Dieser Strahl  p  schneidet den Kreis  k@ in einem Punkt
P@  (hier gibt es zwei Lösungen für  P@, die des weiteren zu zwei Lösungen für  k  führen).

G160 P

P@

M@

T@

k

T t1

t2

Z

s

p

k@

M

Parallel zur Geraden  M@P@  zeichnet man eine Gerade durch  P, welche die Symmetrale in
einem Punkt  M  schneidet. Der Kreis mit Mittelpunkt  M  durch den Punkt  P  ist die gesuchte
Lösung für  k. ˝

Aufgabe  4:  Sind von einem Kreis  3  Tangenten gegeben, so fassen wir diese als die Seiten
eines Dreieckes auf, dessen Inkreis wiederum diese drei Seiten als Tangenten besitzt. ˝

Aufgabe  5:  Gegeben ein Kreis  k1  und zwei Punkte  P1, P2. Gesucht ein Kreis  k  welcher
durch  P1  und  P2  geht und den Kreis  k1  berührt.
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S

k1

P2

P1
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G241
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Q2
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Lösung: Man zeichnet einen Hilfskreis  k*  durch  P1  und  P2, welcher den gegebenen Kreis
k  in zwei Punkten  Q1  und  Q2  schneidet. Der Mittelpunkt von  k1  sei  M1. Die Chordale  c
von  k*  und  k1  schneidet auf der Geraden  P1P2  (Chordale von  k*  und  k)  einen Punkt  S
aus. Der gesuchte Kreis  k  berührt den Kreis   k1  in einem (noch unbekannten) Punkt  T. Die
Tangente  t  in  T  an  k  und  k1  (Chordale von  k  und  k1)  geht ebenfalls durch  S
(Schnittsehnensatz!). Nun ist die Potenz von  S  bezüglich des gesuchten Kreises  k  bekannt,
denn

|S, P1|.|S, P2|=|S, T|2=|S, Q1|.|S, Q2|.
Somit kann  |T, S|  (z.B. Kathetensatz) und damit  T  konstruiert werden. Daher liegt der
Mittelpunkt  M  des gesuchten Kreises  k  auf der Streckensymmetrale  s  von  P1P2  und auf
der Geraden  M1T. ˝

Aufgabe  6: Von einem Kreis  k  sind ein Punkt  P1  und zwei  Berührkreise  k1, k2  gegeben.
Lösung: Man konstruiert zuerst einen weiteren Punkt  P2  des gesuchten Kreises  k  und hat
somit die Situation der Aufgabe  5  (P1P2k1)  vorliegen. Für das Auffinden des weiteren
Punktes  P2  geht man so vor (siehe Skizze):
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Man zeichnet das Ähnlichkeitszentrum  Z  der beiden Berührkreise  k1  und  k2, deren Mittel-
punkte wir mit  M1  bzw.  M2  bezeichnen. Die Zentrale von  k1  und  k2  schneidet die
betreffenden Kreise in Punkten  U1  bzw.  U2.  Nun stellen wir uns vor, dass der gesuchte
Kreis  k  schon gefunden ist. Er hat einen Mittelpunkt  M  und berührt die Kreise  k1  sowie  k2
in Punkten  T1  bzw.  T2. Auf der Geraden  ZP1  und auf dem gesuchten Kreis  k  liegt dann
der gesuchte zweite Punkt  P2.
Wir zeichnen nun am Dreieck  M1M2M  die Winkel  r, s, t  ein. Weiters betrachten wir die
Winkel  a, a, b, b, e, e  bei den Punkten  T1, U1, U2, T2.
Es gilt  r+s+t=180o  und wir lesen an den gleichseitigen Dreiecken  M1U1T1,  M2U2T2,
MT1T2  ab, dass a=90o-r/2, b=90o-s/2,  e=90o-t/2. Daraus folgt

a+b+e=180o.
Nun sehen wir, dass die Summe gegenüberliegender Winkel im Viereck  T1U1U2T2  jeweils
180o  ist, woraus folgt, dass dieses Viereck ein Sehnenviereck ist. Wir betrachten den Umkreis
k*  dieses Sehenenviereckes und wenden bezüglich des Punktes  Z  den Sekantensatz an. Es
folgt

|Z, U1|.|Z, U2|=|Z, T1|.|Z, T2|.
Wenden wir den Sekantensatz bezüglich  Z  auf den Kreis  k  an, so bekommen wir

|Z, T1|.|Z, T2|=|Z, P1|.|Z, P2|.
Somit haben wir insgesamt

|Z, P1|.|Z, P2|=|Z, U1|.|Z, U2|, also
|Z, P2|:|Z, U2|=|Z, U1|:|Z, P1|.

Daraus kann man die Länge der Strecke  |Z, P2|  konstruieren, also ist  P2  bekannt. ˝
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Aufgabe  7:  Gegeben sind drei Berührkreise  k1, k2, k3  eines Kreises  k. Diese Aufgabe ist
schnell auf die Aufgabe  6  zurückführbar. Vergrössert (oder verkleinert)  man nämlich die
Radien der drei Berührkreise um einen gleichen Betrag  a, so verkleinert (bzw. vergrössert)
sich der Radius des gesuchten Kreises  k  um diesen Betrag  a, ohne dass sich die Lage des
Mittelpunktes  M  ändert.

M1

M

k1

G241

k

k2

k3

M2

M3

Wählt man nun  a  gleich dem Minimum der Radien  r1, r2, r3  der Kreise  k1, k2, k3,  und
zählt man von den Radien  a  ab, so degeneriert mindestens ein Kreis zu einem Punkt, und man
hat die Situation der Aufgabe  6  (P1k1k2)  oder gar der Aufgaben 5  (P1P2k1)  bzw.
(P1P2P3)  vorliegen. ˝

Aufgabe  8: Es sind eine Tangente  t1  und zwei Berührkreise  k1, k2  des gesuchten Kreises
k  gegeben. Ähnlich wie bei der Aufgabe  7  verändern wir die Radien  r1  und  r2  um den
selben Betrag  a  und verla gern die Tantente  t1  um den Betrag  a  parallel, ohne den
Mittelpunkt des gesuchten Kreises  k  zu verändern.
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So können wir das Problem analog zur Aufgabe  7  jetzt aber auf die Aufgabe  10  (t1P1k1)
zurückführen.

Aufgabe  9:  Gegeben sind hier zwei Tangenten  t1  und  t2  sowie ein Berührkreis  k1  und
wieder führen wir das Problem durch Parallelverlagerung der Tangenten und verkleinerung des
Raius  r1  auf  0  auf eine schon gelöste Aufgabe, nämlich die Nr.  3  zurück.

M1

M

k1

G241t1 k

t2

Aufgabe  10:  Hier sind  ein Punkt  P1, eine Tangente  t  und ein Berührkreis  k1  gegeben.

Lösung: Auch hier bringt uns ein Sehnenviereck weiter.
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Wir zeichnen von  M1  die Senkrechte auf  t. Dies ergibt die Punkte  Z  und  U1, U2. Nun
denken wir uns den gesuchten Kreis  k  mit Mittelpunkt  M  schon gegeben. Der Berührpunkt
von  k1  sei  S. Der Berührpunkt von  k  an  t  sei  T. Der Winkel  ∠ ZSU1  ist ein rechter
(Thaleskreis). Der Punkt  S  ist das Ähnlichkeitszentrum der beiden Kreise  k1  und  k  und
daher liegen die Punkte  Z, S, T  liegen auf einem Ähnlichkeitsstrahl. Das Viereck  SU1U2T  ist
ein Sehnenviereck, denn die sich gegenüberliegenden Winkel bei  S  und  U2  sind rechte
Winkel und ergänzen sich daher zu  180o. Der Sekanten-Tangentensatz ergibt von  Z  aus auf
k*  angewandt

|Z, U1|.|Z, U2|=|Z, S|.|Z, T|.
Auf den Kreis  k  angewandt ergibt er von  Z  aus

|Z, S|.|Z, T|=|Z, P1|.|Z, P2|.
Daher ist

|Z, P1|.|Z, P2|=|Z, U1|.|Z, U2|  und somit gilt
|Z, P2|:|Z, U2|=|Z, U1|:|Z, P1|.

Damit kann der Punkt  P2  konstruiert werden und wir haben die Situation der Aufgabe  2
(P1P2T1)  erreicht. ˝

Bemerkungen:
Die Aufgabe  2  (P1P2t1)  wir oft auch mit Hilfe einer Symmetrieüberlegung auf den Fall der
Aufgabe  3  zurückgeführt:
Spiegelt man die Tangente an der Mittelsenkrechten von  P1P2, so ist auch das Spiegelbild der
Tangente ein Tangente an den gesuchten Kreis und wir haben die Aufgabe  3  (P1t1t2)
vorliegen.
Die Aufgabe  7  (k1k2k3)  wird als Spezialfall in der gelösten Übungsaufgabe  50  vorgeführt.
Die Aufgabe  8  (t1k1k2)  wird als Spezialfall in der gelösten Übungsaufgabe  49  vorgeführt.
Die Aufgabe  9  (t1t2k1)  wird als Spezialfall in der gelösten Übungsaufgabe  48  vorgeführt.

Die Quadratur des Kreises
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So heisst die Aufgabe, nur mit Zirkel und Lineal den Kreis in ein flächengleiches Quadrat
überzuführen. Äquivalent dazu ist die Aufgabe zwei Strecken mit dem Längenverhältnis  1:p
nur mit Zirkel und Lineal zu zeichnen. Diese Aufgabe ist unlösbar. Dies folgt aus der
Transzendenz von  p [Carl Louis Ferdinand von Lindemann 1852-1939]. Es gibt aber eine
einfache und trotzdem sehr gute Näherungslösung. Sie stammt von dem jesuitischen
Mathematiker Kochanski (1685):

C

E

r

r r r

A

BD

M

G097

Die Strecke  AB  hat die Länge  |A, B|=r.√40
3
-2.√ 3=3,1415339  im Gegensatz zu

p=3,14159269. ˝
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Koordinaten-Geometrie
In der Koordinaten-Geometrie (=Analytische Geometrie) definiert man, was Punkte,
Geraden, Ebenen, Längen, Winkel, Kreise,9, Schnittpunkte,9 sind (nämlich Objekte und
Operationen im  ¸2, bzw. ¸3), und so hat man keine geometrischen Axiome, sondern
beweisbare Theoreme. Man spricht in diesem Fall von einer Arithmetisierung der Geometrie.
Man sagt auch, dass der Raum  ¸2  eine Interpretation (Realisierung, Modell) der Ebene ist.

In der axiomatischen Geometrie dagegen sind Punkte, Geraden, Ebenen, Längen, Winkel,
Kreise,9, Schnittpunkte,9 unerklärte Grundbegriffe, welche durch Axiome, denen diese
Grundbegriffe genügen, zusammenhängen und der Anschauung entsprechend sich vorgestellt
werden können. Alle weiteren Theoreme werden mit Rückgriff auf Definitionen und die
Axiome als ganz normale Sätze bewiesen.

In der euklidischen Ebene  ¸2  betrachten wir Geraden. Im Raum  ¸3  betrachten wir Geraden
und Ebenen (=lineare Untermannigfaltigkeiten).
Wir haben grundsätzlich  2  verschiedene Methoden, diese Gebilde zu beschreiben:

1. Gleichungen
2. Parametrisierungen   (Die Betonung liegt auf dem ersten  a)

1.Gleichungen

7 Die Menge aller Punkte  (x, y)æ¸2,  welche einer Bedingung des Typus
a.x+b.y=c  mit   a£0  oder  b£0  genügen, ist eine Gerade  g  im  ¸2.

Die Bedingung  a.x+b.y+c=0  heisst eine Gleichung der Geraden  g.
Mengentheoretische Schreibweise:

g={(x, y):x, yæ¸  und  a.x+b.y=c}.
Hingegen: Sind  a=0  und  b=0  und ist  c£0, so ist

Ø={(x, y):x, yæ¸  und  a.x+b.y=c}, und sind  a=b=c=0, so ist
¸2={(x, y):x, yæ¸  und  a.x+b.y=c}.

7 Die Menge aller Punkte  (x, y, z)æ¸3,  welche einer Bedingung des Typus
a.x+b.y+c.z=d  mit   a£0  oder  b£0  oder  c£0  genügen, ist eine Ebene  e  im

¸3.
Die Bedingung  a.x+b.y+c.c+d=0  heisst eine Gleichung der Ebene  e.
Mengentheoretische Schreibweise:

e={(x, y, z):x, y, zæ¸  und  a.x+b.y+c.z=d}.
Hingegen: Sind  a=b=c=0  und ist  d£0, so ist

Ø={(x, y, z):x, y, zæ¸  und  a.x+b.y+c.z=d}.
Und sind  a=b=c=d=0, so ist
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¸3={(x, y, z):x, y, zæ¸  und  a.x+b.y+c.z=d}.

7 Die Menge aller Punkte  (x, y, z)æ¸3, welche einer Bedingung des Typus (Gleichungs-
system)

(3)
a1.x+b1.y+c1.z=d1
a2.x+b2.y+c2.z=d2

  mit   Rang (a1
a2

b1
b2

c1
c2
)=2  genügen, ist eine Gerade  g

im  ¸3.
Es handelt sich dabei um die Schnittgerade der durch

a1.x+b1.y+c1.z=d1  beschriebenen Ebene  e1  mit der durch
a2.x+b2.y+c2.z=d2  beschriebenen Ebene  e2.

Also in mengentheoretischer Schreibweise:
g={(x, y, z):a1.x+b1.y+c1.z=d1}Æ{(x, y, z):a2.x+b2.y+c2.z=d2}

oder
g={(x, y, z):a1.x+b1.y+c1.z=d1  und  a2.x+b2.y+c2.z=d2}.

g

e1

e2

Es ist der  Rang (a1

a2

b1

b2

c1

c2

)= 2  genau dann, wenn die  Det (a1

a2

b1

b2

)£ 0  oder die

Det (b1

b2

c1

c2

)£0  oder die  Det (c1

c2

a1

a2

)£0. Ist nun der  Rang (a1

a2

b1

b2

c1

c2

)=2  und dabei

z.B. die Det (a1

a2

b1

b2

)£0, so lernen wir in der linearen Algebra, dass man das Gleichungs-

system  (3)  umformen kann in

x=l1.z+m1,
y=l2.z+m2.

Wir können also  z0æ¸  frei wählen und bekommen so für jedes  z0æ¸  einen Punkt  (x0,
y0, z0)  auf der Geraden  g.

Man kann in vektorieller Schreibweise dieses Gleichungssystem unter Verwendung von
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u≠(a1, b1, c1), v≠(a2, b2, c2), x≠(x, y, z)  auf die Form
«u.x»=d1  und  «v.x»=d2  bringen.

7 Man kann allerdings eine Gerade  g  im Raum  ¸3  auch durch eine einzige Gleichung,
nämlich z.B. durch

(3) (a1.x+b1.y+c1.z-d1)2+(a2.x+b2.y+c2.z-d2)2=0
beschreiben. Aber das ist, bezogen auf das elementare Schul-Niveau ein Schnick-Schnack,
durch den wir weder uns selbst noch unsere Schüler verwirren wollen. Wir wollen hier nur
bemerken, dass es sich bei  (3)  um keine lineare, sondern um eine quadratische Gleichung
handelt, welche in der analytischen Geometrie der Kegelschnitt als Spezialfall eines
Kegelschnittes auftritt (nämlich als Mantellinie eines Kegels).

Sonderfälle

7 Geraden in der Ebene ¸2

Die allgemeinste Gleichung lautet:
a.x+b.y=c  mit   (a, b)£(0, 0). Die dadurch beschriebene Gerade geht genau dann

durch den Ursprung, wenn  c=0  ist.

7 Sind zwei Geraden  g1  und  g2  in der Ebene  ¸2  durch Gleichungen
g1: a1.x+b1.y=c1  mit   (a1, b1)£(0, 0)  und
g2: a2.x+b2.y=c2  mit   (a2, b2)£(0, 0)  gegeben, und gibt es ein  læ¸ ,

sodass  (a2, b2)=l.(a1, b2)  aber  c2£l.c1  gilt, so haben sie keinen gemeinsamen Punkt
und ihr Schnittgebilde ist die leere Menge. Man sagt in diesem Fall, dass die beiden Geraden
g1  und  g2  parallel liegen, oder dass die beiden Geraden parallel sind (g1…g2).

7 Hat man zwei Gleichungen
a1.x+b1.y=c1  mit   (a1, b1)£(0, 0)  und
a2.x+b2.y=c2  mit   (a2, b2)£(0, 0)

gegeben, sodass es ein  læ¸  gibt, für welches
(a2, b2, c2)=l.(a1, b1, c1), so beschreiben die beiden Gleichungen jeweils dieselbe

Ebene  e  und die beiden Gleichungen zusammen auch nur diese Ebene  e.

Spezielle Geradengleichungen in der Ebene  ¸2.
7 Es gibt mehrere Spezialformen für Geradengleichungen:

x=c   beschreibt die Gerade  g  parallel zur  y-Achse durch  (c, 0).
y=d   beschreibt die Gerade  g  parallel zur  x-Achse durch  (0, d).
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g

x

y

c
    

g

x

y

d

7 Die beiden Geradengleichungen  x=c  und  y=d  beschreiben zusammen als Schnittgebilde
den Punkt  (c, d)æ¸2.

7 Dieser Punkt  (c, d)  kann auch durch eine einzige Gleichung nämlich durch
(4) (x-c)2+(y-d)2=0

beschrieben werden. Auch diese quadratische Gleichung hat in der Schule vorerst nichts zu
suchen. In der analytischen Geometrie der Kegelschnitte tritt diese Gleichung als Spezialfall
eines Kegelschnittes auf (Schnitt eines Kegels mit einer Ebene, welche den Kegel nur in der
Spitze trifft).

7 Die Gleichung  
x
a
+

y
b
=1  beschreibt die Gerade durch die auf den Achsen liegenden

Punkte  (a, 0)  und  (0, b)  [=Abschnittsgleichung].

g

x

y

a

b

Achtung: Mit einer solchen Gleichung können keine Geraden parallel zur  x-Achse und auch
keine Geraden parallel zur  y-Achse beschrieben werden.

7 Die Gleichung  (y2-y1).(x-x1)-(x2-x1).(y-y1)=0  beschreibt die Gerade durch
(x1, y1)  und  (x2, y2)  [=2-Punktformel].



194

R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil2   27. August 1956

g

x

y

x1 x2

y1

y2

Natürlich ist hier vorausgesetzt, dass  (x1 y1)£(x2, y2).

7 Die Gleichung

Det ( 1
1
1

x
x1
x2

y
y1
y2

)=0

ist ebenfalls eine 2-Punktformel, welche aber eine Determinante verwendet. Man erkennt leicht,
dass es sich um eine Geradengleichung handelt und man erkennt ebenso leicht, dass die Punkte
(x1, y1)  und  (x2, y2)  dieser Geradengleichung genügen, denn es ist

0=Det ( 1
1
1

x
x1
x2

y
y1
y2

)=1.(x1.y2-x2.y1)-x.(1.y2-1.y1)+y.(1.x2-1.x1)

eine Geradengleichung und es ist

Det ( 1
1
1

x1
x1
x2

y1
y1
y2

)=Det ( 1
1
1

x2
x1
x2

y2
y1
y2

)=0  weil jeweils zwei Zeilen gleich sind.

7 Die Gleichung  y=k.x+d  beschreibt die Gerade durch  (0, d)  mit der Steigung
(=Anstieg)  k.
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g

x

y

a a+1

d

k kann ohne Verwendung von
Tangens erklärt werden!

Achtung: Mit dieser Form von Geradengleichung können keine Geraden parallel zur  y-Achse
beschrieben werden. Diese Form ist bei den mathematischen Laien die Geraden-Gleichung
schlechthin. Bei Gebirgstrassen ist  k.100  die Steigung in Prozenten. Steigung=100%  ist ein
Anstieg mit  45o. Diese Form der Geradengleichung beschreibt den Graphen einer linearen
Funktion  f:¸–¸:x—k.x+d. Falls  d=0, spricht man genauer von einer linear
homogenen Funktion. Falls  d£0, spricht man genauer von einer linear inhomogenen
Funktion.

7 Die Gleichung  y-y0=k.(x-x0)  beschreibt die Gerade durch den Punkt  (x0, y0)  mit
Anstieg  k.

g

x

y

x0 x0+1

k

y0

Achtung:  An dieser Stelle der Geometrie ist die Verwendung des Tangens überflüssig. Es
kann hier jedoch der Tangens als nützliche Definition eingeführt werden.

7 Ebene im Raum:
Die allgemeinste Gleichung für eine Ebene lautet:

a.x+b.y+c.z=d   mit   (a, b, c)£(0, 0, 0). Die Ebene geht genau dann durch den
Ursprung, wenn  d=0  ist.
Es gibt aber wieder Spezialformen:
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7 x=a  beschreibt die Ebene parallel zur  (y, z)-Ebene durch den Punkt  (a, 0, 0).
7 y=b  beschreibt die Ebene parallel zur  (z, x)-Ebene durch den Punkt  (0, b, 0).
7 z=c  beschreibt die Ebene parallel zur  (x, y)-Ebene durch den Punkt  (0, 0, c).

x y

z

y=b

a
x y

z

z=c

b

x y

z

x=a

a

G211

7
x
a
+

y
b
+

z
c
=1    beschreibt die Ebene durch  (a, 0, 0), (0, b, 0), (0, 0, c). Sie ist eine

Abschnittsform, deren Anwendung also nur dann möglich ist, wenn a, b, c£0  ist.

x y

z

a

c

b

G211

7 Gleichung einer Ebene durch  3  Punkte (3-Punkte-Gleichung einer Ebene):

Det ( 1
1
1
1

x
x1
x2
x3

y
y1
y2
y3

z
z1
z2
z3

)=0

beschreibt die Ebene durch die Punkte  (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3)æ¸3.

Zwei Ebenen  e1  und  e2, welche durch Gleichungen
e1: a1.x+b1.y+c1.z=d1   mit   (a1, b1, c1)£(0, 0, 0)  und
e2: a2.x+b2.y+c2.z=d2   mit   (a2, b2, c2)£(0, 0, 0)  gegeben sind, haben

keinen gemeinsamen Punkt (sie beschreiben also die leere Menge), genau dann, wenn es ein
læ¸  gibt, sodass
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(a1, b1, c1)=l.(a2, b2, c2)  aber  d1£l.d2  gilt.
Man sagt in diesem Fall, dass  e1  und  e2  parallel liegen.
7 Ebenen  e1  und  e2, welche durch Gleichungen

e1: a1.x+b1.y+c1.z=d1   mit   (a1, b1, c1)£(0, 0, 0)  und
e2: a2.x+b2.y+c2.z=d2   mit   (a2, b2, c2)£(0, 0, 0)  gegeben sind, fallen

genau dann zusammen, wenn es ein  læ¸  gibt, sodass
(a1, b1, c1, d1)=l.(a2, b2, c2, d2).

Schnittgerade mit den Koordinatenebenen (=Spuren).
Die  3  Koordinatenebenen im Raum werden durch die Gleichungen

z=0  (x, y-Ebene), y=0  (x, z-Ebene)  bezw.  x=0  (y, z-Ebene)  beschrieben. Ist
e  beschrieben durch eine Gleichung  a.x+b.y+c.z=d  eine beliebige Ebene im Raum, so
heissen ihre Schnittgeraden mit den Koordinatenebenen Spuren. Die Spur  e1  ist die
Schnittgerade der Ebene mit der  Koordinatenebene (z=0), also

e1≠{(x, y, z):b.y+c.z=d  und  z=0}.
Analog

e2≠{(x, y, z):a.x+c.z=d  und  x=0}  und
e3≠{(x, y, z):a.x+b.y=d  und  y=0}.

Geraden, welche in der Ebene verlaufen und parallel zu der Spur  ei  liegen, heissen  i-te
Hauptlinien.  Die ersten Hauptlinien werden auch Höhenlinien genannt. Für die zweiten
Hauptlinien findet man auch die Bezeichnungen Frontlinien.

Achtung: Diese Nummerierung ist nicht systematisch. Aber sie folgt der Nummerierung der in
der Darstellenden Geometrie üblichen Projektionen

p1:¸3–¸2:(a, b, c)—(a, b)  (Grundriss)
p2:¸3—¸2:(a, b, c)—(b, c)  (Aufriss)
p3:¸3—¸2:(a, b, c)—(a, c)  (Kreuzriss).

Der Kreuzriss wird nur aus Gründen der Redundanz betrachtet.

7 Geraden im Raum:
x=c
y=d

 } Gerade parallel zur  z-Achse  durch den Punkt  (c, d, 0).

Es handelt sich hier also um zwei Gleichungen, welche diese Gerade beschreiben.

2.Parametrisierungen

7 Gerade in der Ebene:

x=a1+b1.t
y=a2+b2.t

 } mit  tæ¸.
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Die Zahl  tæ¸  heisst Parameter (die Betonung liegt auf dem zweiten a), und man stell sich  t
als den Zeitpunkt vor, an dem die Gerade durch den Punkt

(x(t), y(t))≠(a1+b1.t, a2+b2.t)  geht.
Vektorielle Schreibweise:

(x
y
)=(a1

a2
)+t.(b1

b2
).

Für  t=0  bekommen wir den Punkt  P0≠(a1
a2
)  auf der Geraden.

Für   t=1  bekommen wir den Punkt  P1≠(a1
a2
)+(b1

b2
)  auf der Geraden.

Der Vektor  P1-P0=(b1
b2
)  heisst ein Richtungsvektor der Geraden.

Ist  l£0, so heisst auch  l.(b1
b2
)  ein Richtungsvektor der Geraden.

7 Funktionenschreibweise:

j:¸–¸2:t—(a1
a2
)+t.(b1

b2
)=j(t).

t=0

t=1

t=-1

x

y

(b1, b2)
P1

(a1, a2)=P0

Die Funktion  j  heisst Parametrisierung der Geraden.
Die Menge  ¸  ist hier der sog. Parameterbereich   (Betonung auf das zweite a).

7 Im Zusammenhang mit Parametrisierungen von Geraden ist es sinnvoll, in der Schule auch
den Begriff der Geschwindigkeit einzuführen. Ist eine Gerade durch

(3) j:¸–¸2:t—(a1
a2
)+t.(b1

b2
)=j(t)  parametrisiert, und ist  t0æ¸, so

ist der Vektor

v≠j(t0+1)-j(t0)=(a1
a2
)+(t0+1).(b1

b2
)-(a1

a2
)-(t0).(b1

b2
)=(b1

b2
)
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der Geschwindigkeitvektor bezogen auf die vorgegebene Parametrisierung. Der Absolutbetrag
der Geschwindigkeit (=bürgerliche Geschwindigkeit) ist die Zahl

…v…=√b1
2+b2

2.
Die Geschwindigkeit hat in der Physik eine Dimension, d.h. man misst die Geschwindigkeit in
m/sec  oder  km/h. In der Elementargeometrie ist die Dimension Längeneinheiten/Zeiteinheit.

7 Die Parametrisierung einer Geraden im Raum ist ganz analog zur Parametrisierung einer
Geraden in der Ebene.

j:¸–¸3:t—(a1
a2
a3

)+t.(b1
b2
b3

).

(a1, a2, a3)

(b1 , b2 , b3)

x

y

z

Die Parametrisierung einer Ebene im Raum:

x=a1+b1.s+c1.t
y=a2+b2.s+c2.t
z=a3+b3.s+c3.t

 }   mit  s, tæ¸.

Die Zahlen  s, tæ¸  heissen Parameter (Betonung auf das zweite  a). Leider können wir die
Parameter  s  und  t  nicht mehr als Zeit  deuten.

Vektorielle Schreibweise:

(x
y
z
)=(a1

a2
a3

)+s.(b1
b2
b3

)+t.(c1
c2
c3

).
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x y

z

(c1, c2, c3)

(b
1 , b

2 , b
3 )

(a1, a2, a3)=P0

P1

P2

Für  s=0  und  t=0  bekommen wir den Punkt  P0≠(a1
a2
a3

)  in der Ebene.

Für   s=1  und  t=0  bekommen wir den Punkt  P1≠(a1
a2
a3

)+(b1
b2
b3

)  in der Ebene.

Für   s=0  und  t=1  bekommen wir den Punkt  P2≠(a1
a2
a3

)+(c1
c2
c3

)  in der Ebene.

Die Vektoren  r≠P1-P0=(b1
b2
b3

)  und  s≠ P2-P0= (c1
c2
c3

)   heissen Richtungs-
vektoren der Ebene. Jede Linearkombination  l.r+m.s  mit  (l, m)£(0, 0)  heisst
ebenfalls Richtungsvektor der Ebene. Man sagt, dass sie die Ebene im Punkt  P0  aufspannen.
Funktionenschreibweise:

j:¸2–¸3:(l, m)—(a1
a2
a3

)+l.(b1
b2
b3

)+m.(c1
c2
c3

).

Die Funktion  j  heisst Parametrisierung der Ebene.
Die Menge  ¸2  ist hier der Parameterbereich.

Normalen auf Geraden und Ebenen

7 Zwei Geraden  g1  und  g2  in der Ebene  ¸2  stehen aufeinander normal, wenn sie
miteinander einen rechten Winkel einschliessen. Der Winkel, den zwei Geraden  g1  und  g2
miteinander einschliessen, ist mit Hilfe des Cosinussatzes definiert.

7 Hat man eine Gerade  g  in der Ebene  ¸2  durch eine Gleichung
a.x+b.y+c=0  gegeben, so kann man sich mit
r≠(a, b)  leicht einen Vektor beschaffen, welcher senkrecht auf der Geraden  g

steht.
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Sind nämlich
U=(u1, u2)  und  V=(v1, v2)  zwei Punkte auf der Geraden  g, so gilt also
a.u1+b.u2+c=0  und
a.v1+b.v2+c=0.

Die Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt
a.(u1-v1)+b.(u2-v2)=0, also
«(a, b)|(U-V)»=0.

Nun ist  U-V  ein Richtungsvektor der Geraden, auf dem also  (a, b)  senkrecht steht.
Wir bezeichnen   r  als einen Normalenvektor (auf) der Geraden  g.
Alle Vektoren der Form

r*=l.r  mit  l£0  heissen ebenfalls Normalenvektoren der Geraden  g.
7 Offensichtlich stehen durch Gleichungen gegebene Geraden

g={(x, y):a.x+b.y+c=0}  und
g@={(x, y):a@.x+b@.y+c@=0}

genau dann aufeinander senkrecht, wenn die entsprechenden Normalenvektoren
r =(a, b)  auf  g  und
r@=(a@, b@)  auf  g@

aufeinander senkrecht stehen, d.h. wenn
«r|r@»=a.a@+b.b@=0  gilt.

7 Im Gegensatz dazu liegen  g  und  g@  parallel, wenn
r@=(a@, b@)=l.r =l.(a, b)=(l.a, l.b)  für ein  l£0.

In diesem Fall gibt es keinen Schnittpunkt von  g  und  g@.
7 Hat man eine Gerade  g  in der Ebene  ¸2  durch eine Parametrisierung

j:¸–¸2:t—P+t.Q   mit  P, Qæ¸2  und  Q£(0, 0)  gegeben,
so ist

Q=(Q1, Q2)  ein Richtungsvektor der Geraden  g, und normal dazu ist z.B. der
Vektor

R≠(-Q2, Q1).

7 Eine Gerade  g  im Raum  ¸3  steht auf einer Ebene  e  im Raum normal, wenn sie
rechtwinklig durch die Ebene stösst. Wir schliessen nun analog zum  2-dimensionalen Fall:
7 Hat man eine Ebene  e  im  ¸3  durch eine Gleichung

a.x+b.y+c.z+d=0  gegeben, so ist
r≠(a, b, c)  ein Vektor , welcher senkrecht auf der Ebene  e  steht.

Sind nämlich
U=(u1, u2, u3)  und  V=(v1, v2, v3)  zwei Punkte auf der Ebene  e, so gilt also
a.u1+b.u2+c.u3+d=0  und
a.v1+b.v2+c.v3+d=0.

Die Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt
a.(u1-v1)+b.(u2-v2)+c.(u3-v3)=0, also
«(a, b, c)|(U-V)»=0.
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Nun ist  U-V  ein Richtungsvektor der Ebene, auf der  (a, b, c)  senkrecht steht.
7 Wir bezeichnen   r  als einen Normalenvektor (auf) der Ebene  e.
Alle Vektoren der Form

r*=l.r  mit  l£0  heissen ebenfalls Normalenvektoren der Ebene  e.
Ist nun  Pæ¸3  gegeben, so ist

j:¸–¸3:t—P+t.r  eine Parametrisierung jener Geraden  g  durch  P,
welche senkrecht durch die Ebene  e  geht.
7 Ebenen  e  und  e@, welche durch Gleichungen

a.x+b.y+c.z+d=0  bzw.  a@.x+b@.y+c@.z+d@=0
gegeben sind, stehen genau dann aufeinander senkrecht, wenn die entsprechenden Normalen-
vektoren

r=(a, b, c)  und  r@=(a@, b@, c@)  aufeinander senkrecht stehen, wenn also
«r, r@»=a.a@+b.b@+c.c@=0  gilt.

Sind dann  P=(p1, p2, p3), Q=(q1, q2, q3)æe  und  P@=(p@1, p@2, p@3),
Q@=(q@1, q@2, q@3)æe@, so gilt «P-Q|P@-Q@»=0.

 7 Hat man eine Gerade  g  im Raum  ¸3  durch eine Parametrisierung
j:¸–¸3:t—P+t.Q   mit  P, Qæ¸3  und  Q£(0, 0, 0)  gegeben,

so ist
Q=(Q1, Q2, Q3)æ¸3  ein Richtungsvektor der Geraden  g.

7 In dieser Situation kann man nicht ohne Ansehen des Vektors  Q  einen dazu senkrechten
Vektor

R£(0, 0, 0)  finden.
Fall 1: Q3=0.
Dann wählt man einfach

R=(0, 0, 1).
Fall 2: Q3£0.
Dann kann man

R=(0, -Q3, Q2)  wählen.
Man hat so in beiden Fällen einen Vektor  R£(0, 0, 0)  gefunden, welcher auf  Q  senkrecht
steht.
7 Alternative: Man könnte auch so einen Vektor  R£(0, 0, 0)  und senkrecht auf  Q
bestimmen:

R≠{(-Q2, Q1, 0)

ei=(d1i, d2i, d3i)

falls Q1, Q2, Q3£0

falls i der kleinste Index ist, für den Qi=0
 .

Offensichtlich gilt dann  «Q|R»=0.

7 Man kann aber sogar zwei Vektoren  R, S£(0, 0, 0)  finden, sodass  Q, R, S  in dieser
Reihenfolge ein orthogonales Rechtsdreibein bilden.
Dazu bestimme man zuerst  R  orthogonal zu  Q  (wie oben)  und setze weiters

S≠QfiR.
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7 Ist eine Gerade  g  im  Raum  ¸3  durch zwei Gleichungen
a1.x+b1.y+c1.z+d1=0  und
a2.x+b2.y+c2.z+d2=0  mit   (a1, b1, c1), (a2, b2, c2)  linear unabhängig

gegeben, so finden wir einen Richtungsvektor der Gerade  g  und einen dazu senkrechten
Vektor  R£(0, 0, 0)  folgendermassen:
Die beiden Gleichungen beschreiben Ebenen  e1  bzw.  e2. Die Gerade  g  ist die Schnittgerade
dieser beiden Ebenen. Der Vektor  (a1, b1, c1)  steht senkrecht auf der Ebene  e1  (und damit
auch auf der Geraden g). Der Vektor  (a2, b2, c2)  steht senkrecht auf der Ebene  e2  (und
damit auch auf der Geraden g). Daher ist

Q≠(a1, b1, c1)fi(a2, b2, c2)  senkrecht auf  (a1, b1, c1)  und auf  (a2, b2, c2)  und
somit ist  Q  ein Richtungsvektor der Schnittgeraden  g  und wir finden einen dazu senkrechten
Vektor wie vorhin.

Die Falllinien einer Ebene.
Beschreibt  a.x+b.y+c.z=d  eine Ebene  e  im  ¸3, und ist  ei  (i=1, 2, 3)  eine Spur der
Ebene, so ist eine i-te Falllinie eine Gerade  fi, welche in der Ebene  e  liegt und auf die Spur  ei
senkrecht steht. Existiert also z.B. die erste Spur  e1  der Ebene  e,  so ist sie ja durch  e3={(x,
y, z):z=0  und  a.x+b.y+c.z=d}  beschrieben. In der  x, y-Ebene isoliert betrachtet wird
sie von der Gleichung  a.x+b.y=d  beschrieben. Die Geraden in der  x, y-Ebene, welche die
Spur  e1  senkrecht schneiden, haben die Form

g={(x, y, z):b.x-a.y=d}. Zylindrifizieren wir eine solche Gerade zu einer Ebene
eg={(x, y, z):zæ¸  und  b.x-a.y=d}, so schneidet diese Ebene die Ausgangsebene  e  in
der Fallinie  f, welche durch das Gleichungssystem

a.x+b.y+c.z=d
b.x-a.y+0.z=d

beschrieben wird.

Abstände

Wiederholung: Punkte  P=(P1, P2), Q=(Q1, Q2)æ¸2  haben den Abstand
|P, Q|=…P-Q…=√«P-Q|P-Q»=√(P1-Q1)2+(P2-Q2)2 .

Punkte  P=(P1, P2, P3), Q=(Q1, Q2, Q3)æ¸3  haben den Abstand
|P, Q|=9=√(P1-Q1)2+(P2-Q2)2+(P3-Q3)2 .

7 Der Abstand eines Punktes  P=(P1, P2)æ¸2  von einer Geraden  g  im  ¸2  ist durch
|P, g|≠min {|P, Q|:Q  liegt auf  g}  definiert.

7 Es ist  (P  nicht auf  g  liegend vorausgesetzt)
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|P, g|=|P, Q0|, wobei  Q0  jener Punkt auf der Geraden  g  ist, für den der Vektor
P-Q0  senkrecht zu einem Richtungsvektor der Geraden  g  steht.

P

Q0
Q1

g

Beweis:  Es ist  |P, Q1|2=|P, Q0|2+|Q0, Q1|2, also  |P, Q1|2≥|P, Q0|2. ˝

7 Ist die Gerade  g  durch eine Gleichung
(3) a.x+b.y+c=0  gegeben, so ist  (a, b)  ein Vektor, der normal auf dem

Richtungsvektor der Geraden steht. Die durch
j:¸–¸2:t—P+t.(a, b)  parametrisierte Gerade  h  schneidet also die

Gerade  g  im rechten Winkel. In  (3)  substituieren wir  P+ t.(a, b)  für  (x, y)  und
bekommen so für  t  die Gleichung

a.(P1+t.a)+b.(P2+t.b)+c=0, also

t=-
a.P1+b.P2+c

a2+b2 =-
a.P1+b.P2+c
…(a, b)…2 Ft0.

Daher ist
Q0=P+t0.(a, b)  und
|P, g|=|P, Q0|=…P-Q0…=…t0.(a, b)…=|t0|.…(a, b)…=

(4) =| a.P1+b.P2+c
…(a, b)…

|.

7 Merkregel:
"Normiert" man die Geradengleichung  (3), indem man sie mit  …(a, b)…-1  multipliziert, so
bekommt sie die sogenannte Hessesche Normalform einer Geradengleichung

(4)
a.x+b.y+c
…(a, b)…

=0.

Setzt man nun in  (4)  einen Punkt   P=(P1, P2)æ¸2  für  (x, y)  ein und nimmt davon den
Absolutbetrag, so sieht man [vergl. (4)], dass

| a.P1+b.P2+c
…(a, b)…

|=|P, g|.



205

R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil2   27. August 1956

7 Aufgaben:

1.) Man zeige, dass für eine Tangente  g  an einen Kreis  k  mit Radius  r  und  Mittelpunkt  M
gilt

|M, g|=r.

2.) Sei  M=(M1, M2)æ¸2  der Mittelpunkt einer Kreislinie  kœ¸2  gegeben.
Weiters sei eine Gerade  g  durch die Gleichung

a.x+b.y+c=0  gegeben.
Wie gross muss der Radius  r  des Kreises gewählt werden, sodass die Gerade  g  die
Kreislinie  k  berührt?

7 Ist die Gerade  g  durch eine Parametrisierung
j:¸–¸2:t—R+t.S  mit  S=(S1, S2)£(0, 0)  gegeben, so ist
Sì≠(S2, -S1)  ein Normalenvektor der Geraden  g.

P

S

R

gP-
R

Sì

a

Für einen Punkt  Pæ¸2  und  a≠A(Sì, P-R)  folgt
«Sì| P-R»=…Sì….…P-R….cos (a).

 Nun ist  |…P-R….cos (a)|=|P, g|, also

|P, g|=|«Sì| P-R»
…Sì…

|.

 7 Der Abstand eines Punktes  P=(P1, P2, P3)æ¸3  von einer Ebene  e  im  ¸3  ist durch
|P, e|≠min {|P, Q|:Q  liegt auf  e}  definiert.

Es ist  (P  nicht auf  e  liegend vorausgesetzt)
|P, e|=|P, Q0|, wobei  Q0  jener Punkt auf der Ebene  e  ist, für den der Vektor
P-Q0  ein Normalenvektor der Ebene  e  ist.

7 Ist die Ebene  e  durch eine Gleichung
(3) a.x+b.y+c.z+d=0  gegeben, so ist

(a, b, c)  ein Normalenvektor der Ebene  e.
Die durch
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j:¸–¸3:t—P+t.(a, b, c)  parametrisierte Gerade  g  trifft also die Ebene  e
im rechten Winkel. In  (3)  substituieren wir  P+t.(a, b, c)  für  (x, y, z)  und bekommen so
für  t  die Gleichung

a.(P1+t.a)+b.(P2+t.b)+c.(P3+t.c)+d=0, also

t=-
a.P1+b.P2+c.P3

a2+b2+c2 =-
a.P1+b.P2+c.P3

…(a, b, c)…2 Ft0.

Daher ist
Q0=P+t0.(a, b, c)  und
|P, e|=|P, Q0|=…P-Q0…=…t0.(a, b, c)…=|t0|.…(a, b, c)…=

=| a.P1+b.P2+c.P3

…(a, b, c)…
|.

7 Merkregel:
"Normiert" man die Ebenengleichung  (3), indem man sie mit  …(a, b, c)…-1  multipliziert, so
bekommt sie die sogenannte Hessesche Normalform einer Ebene

(4)
a.x+b.y+c.z+d
…(a, b, c)…

=0.

Setzt man nun den Punkt   P=(P1, P2, P3)  für  (x, y, z)  ein, so sieht man, dass

|P, e|=| a.P1+b.P2+c.P3+d
…(a, b, c)…

|.

7 Ist die Ebene  e  durch eine Parametrisierung
j:¸2–¸3:(l, m)—R+l.S+m.T  (S, T  linear unabhängig) gegeben,

so ist
SfiT  ein Normalenvektor der Ebene  e.

SfiT

T

S

P

d(P, g)

a

e

R

Mit  a≠A(SfiT, P-R)  folgt  «SfiT, P-R»=…SfiT….…P-R….cos (a). Nun ist
|…P-R….cos (a)|=|P, g|, also

|P, g|=|«SfiT|P-R»
…SfiT…

|.



207

R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil2   27. August 1956

7 Ist eine Gerade  gœ¸3  gegeben, so ist der Abstand  |P, g|  eines Punktes
P=(P1, P2, P3)%g  von dieser Geraden gleich dem Abstand  |P, Q0|, wobei  Q0

jener Punkt auf der Geraden  g  ist, der den kürzesten Abstand zu  P  hat und auch jener Punkt
auf  g  ist, für den der Vektor  P-Q0  senkrecht auf den Richtungsvektoren der Geraden  g
steht. Den Punkt  Q0  werden wir im Abschnitt "Projektionen"  berechnen, und wir haben dann
also

|P, g|=…P-Q0….

Projektionen

7 Ist   g  eine Gerade in der Ebene  ¸2  und  P=(P1, P2)æ¸2  ein Punkt, so versteht man
unter der Projektion dieses Punktes auf die Gerade  g  jenen Punkt  Q  auf der Geraden
g, für welchen  P-Q  ein Normalenvektor auf  g  ist.
7 Ist  g  durch eine Gleichung  a.x+b.y+c=0  gegeben, so ist  (a, b)  ein Normalenvektor
auf die Gerade  g  und somit  j:¸–¸2:t—P+t.(a, b)  eine Parametrisierung des
"Strahls, welcher  P  auf  g  projiziert". Wir setzen   P+t.(a, b)  für  (x, y)  in die Gleichung
der Geraden  g  ein und bekommen  a.(P1+t.a)+b.(P2+t.b)+c=0, woraus sich

t=-
a.P1+b.P2+c

a2+b2 ≠t0  und somit  Q=P+t0.(a, b)  ergibt.

7 Ist die Gerade  g  durch eine Parametrisierung
y:¸–¸2:t—A+t.B  gegeben [mit  B=(B1, B2)£(0, 0)], so definieren

wir den normierten Vektor

B*≠
(-B2, B1)
…(-B2, B1)…

   und haben eine Parametrisierung des Strahles, welcher  P

senkrecht auf  g  projiziert, mit  c:¸–¸2:s—P+s.B*  gegeben.

Projektion Punkt auf GeradeA

Q

P

s0
B

B
*

g

Es ist
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s0≠«(P-A)|B*»  dann jener Parameterwert, für welchen sich der gesuchte Punkt
Q  als

Q=c(-s0)=P-s0.B*=P-
«(P-A)|(-B2, B1)»
…(-B2, B1)…

 .
(-B2, B1)
…(-B2, B1)…

 =

=P-
«(P-A)|(-B2, B1)»

B1
2+B2

2 .(-B2, B1)  ergibt.

7 Hat man im Raum  ¸3  eine Gerade  g  und einen  Punkt  P=(P1, P2, P3)  gegeben, so ist
die Projektion von  P auf  g  jener Punkt   Q0  auf  g, bei welchem die Ebene  e, welche
durch  P geht und auf  g  senkrecht steht, die Gerade  g  durchstösst.

7 Ist die Gerade  g  durch ein Gleichungssystem
(1) a1.x+b1.y+c1.z+d1=0
(2) a2.x+b2.y+c2.z+d2=0  gegeben, so sind  (1)  und  (2)  Gleichungen für Ebenen, in
welchen  g  liegt und deren Schnittgebilde gleich  g  ist. Daher steht die Gerade  g  senkrecht
sowohl auf dem Normalenvektor  (a1, b1, c1)  der ersten als auch dem Normalenvektor  (a2,
b2, c2)  der zweiten Ebene. Somit ist

G=(a1, b1, c1)fi(a2, b2, c2)F(G1, G2, G3)  ein Richtungsvektor der Geraden  g
und die darauf senkrecht stehende Ebene  e  kann (weil  Pæe) durch die Gleichung
(3) G1.x+G2.y+G3.z-(G1.P1+G2.P2+G3.P3)=0  beschrieben werden. Der Punkt
Q0  ergibt sich als Lösung  Q0=(x, y, z)  des Gleichungssystems  (1), (2), (3).

7 Ist die Gerade  g  durch eine Parametrisierung
j:¸–¸3:t—A+t.B  gegeben, so ist   B=(B1, B2, B3)  ein Normalen-

vektor der Ebene  e, welche daher durch die Gleichung [P  liegt auf  e !]
(4) B1.x+B2.y+B3.z-(B1.P1+B2.P2+B3.P3)=0  beschrieben wird. Setzt man

(x, y, z)=Q 0= A+ t0.B  in diese Gleichung  (4)   ein, so hat man mit
Q0=(Q1, Q2, Q3)  die Beziehung
B1.Q1+B2.Q2+B3.Q3-(B1.P1+B2.P2+B3.P3)=0, also
B1.(A1+t0.B1)+B2.(A2+t0.B2)+B3.(A3+t0.B3)-
(B1.P1+B2.P2+B3.P3)=0, also  «B|A»+t0.«B|B»-«B|P»=0,  also

t0=
«B|P-A»
«B|B»

. Somit folgt

Q0=A+t0.B=A+
«B|P-A»
«B|B»

.B.

7 Hat man eine Ebene  eœ¸3  und einen Punkt   Pæ¸3  gegeben, so kann man den Punkt  P
auf die Ebene  e  projizieren, indem man einen Normalenvektor  N=(N1, N2, N3)  der Ebene
e  als Richtungsvektor eines Strahles durch  P nimmt und den Durchstosspunkt  Q  dieses
Strahles durch die Ebene  e  als Projektion von  P  auf  e  definiert.

7 Ist  die Ebene  e  durch eine Gleichung
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(3) a.x+b.y+c.z+d=0  gegeben, so kann man  N=(a, b, c)  wählen.
7 Ist die Ebene  e  durch eine Parametrisierung
(4) j:¸2–¸3:(l, m)—R+l.S+m.T  (S, T  linear unabhängig) gegeben, so ist
N=SfiT  ein Normalenvektor der Ebene  e. Der Projektionsstrahl hat in beiden Fällen die
Parametrisierung
(5) p:¸–¸3:t—P+t.N. Im ersten Fall ergibt dies in die Ebenengleichung  (3)
eingesetzt die Gleichung  a.(P1+t.N1)+b.(P2+t.N2)+c.(P3+t.N3)+d=0, woraus man
t=t0  als

t0=-
a.P1+b.P2+c.P3+d
a.N1+b.N2+c.N3

  bekommt.

Im zweiten Fall, wenn also die Ebene durch eine Parametrisierung
j:¸2–¸3:(l, m)—P+l.S+m.T  mit  Pæ¸3  gegeben ist, kann man ver-

wenden, dass der Durchstosspunkt  Q  die Form  Q=R+l0.S+m0.T  mit eindeutigen  l0,
m0æ¸   haben muss. Andererseits gibt es ein eindeutig bestimmtes  t0æ¸ , sodass
Q=P+t0.N.  Wir haben also (komponentenweise) die drei Gleichungen

R+l0.S+m0.T=P+t0.N, also  l0.S+m0.T=P-R+t0.N. Die innere Mul-
tiplikation mit  N  ergibt  l0.«S|N»+m0.«T|N»=«P-R|N»+t0.«N|N », also

t0=-
«P-R|N»
«N|N»

.

Halbräume
7 Eine Gerade  g  in der Ebene  ¸2  teilt diese in drei Teilmengen:

1. gœ¸2

2. Zu beiden Seiten der Geraden Halbräume  Hg  und  H@g.
7 Eine Ebene  e  im Raum  ¸3  teilt diesen in drei Teilmengen:

1. eœ¸2

2. Zu beiden Seiten der Ebene Halbräume  He  und  H@e.

Bei Konstruktionen mit Zirkel und Lineal auf dem Papier oder der Tafel sind diese jeweils zwei
Halbräume leicht auseinander zu halten. Bei Berechnungen hingegen bedarf es dazu eigener
Vorgangsweisen.

7 Sei nun eine Gerade  g  in der Ebene  ¸2  gegeben. Die beiden Halbräume  Hg  und
H@g  können nun folgendermassen auseinander gehalten werden:

7 Wenn die Gerade  g  durch eine Gleichung  a.x+b.y+c=0  gegeben ist, so gilt für
einen Punkt  P=(P1, P2)æ¸2  einer der drei Fälle

a.P1+b.P2+c {>0
=0
<0

 .
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Wir können dementsprechend definieren, dass  P  entweder im Halbraum   HgFHg
+

(=positiver Halbraum), auf  g, oder in  H@gFHg
- (negativer Halbraum) liegt.

Achtung: Multipliziert man die Gleichung mit einer Zahl  l<0, so werden die Halbräume
Hg
+  und  Hg

-  miteinander vertauscht.

7 Wenn die Gerade  g  durch eine Parametrisierung
j:¸–¸2:t—R+t.S  mit  S=(S1, S2)£(0, 0)  gegeben ist,

so bilden wir den Normalenvektor
Sì≠(S2, -S1), welcher aus  S  durch eine Drehung im Uhrzeigersinn um

Winkel mit Mass  R  aus  S  entsteht. Eine solche Drehung nennt man auch eine Drehung um
Winkel mit Mass  R  nach rechts. Ist nun  P=(P1, P2)æ¸2, so gilt einer der drei Fälle

«P-R, Sì»  {>0
=0
<0

 .

g

R S

Sì P

P
-R

Hg
rechts

Hg
links

Wir können dementsprechend definieren, dass  P  im Halbraum  HgFHg
rechts (=rechter

Halbraum), auf  g, oder in  H@gFHg
links (=linker Halbraum) liegt. Wir stellen uns vor,

dass wir auf der Geraden  g  in Richtung von  S  wandern, sodass also der Parameter  t
ansteigt. Dann liegt der rechte Halbraum rechts von uns und entsprechend der linke Halbraum
links von uns.
Achtung: Multipliziert man den Richtungsvektor  S  in der Parametrisierung mit einer Zahl
l<0  oder wählt man (man sollte sich aber auf eine Version festlegen!)  Sì≠(-S2, S1)

(entsteht durch Drehung von  S  um Winkel mit Mass  R  nach links), so werden die beiden
Halbräume miteinander vertauscht.
Auf beiden Seiten einer Ebene  e  im Raum  ¸3  haben wir Halbräume  He  und  H@e.
7 Wird die Ebene  e  durch eine Gleichung

a.x+b.y+c.z+d=0  beschrieben, und ist  P=(P1, P2, P3)æ¸3  ein Punkt, so
liegt einer der Fälle

a.P1+b.P2+c.P3 {>0
=0
<0

   vor.
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Wir können wieder dementsprechend definieren, dass  P  entweder im Halbraum  HeF
He
+ (=positiver Halbraum), auf  e, oder in  H@eFHe

- (negativer Halbraum) liegt. Mul-
tipliziert man die Gleichung mit einer Zahl  l<0, so werden die Halbräume  He

+  und  He
-

miteinander vertauscht.

7 Haben wir eine Parametrisierung
j:¸2–¸3:(s, t)—R+s.S+t.T  (mit  S, T  linear unabhängig in  ¸3) ge-

geben, so ist  SfiT  ein Normalvektor auf die Ebene (das Vorzeichen hängt von der Rei-
henfolge der Faktoren ab). Dieser Normalvektor zeigt in einen der beiden Halbräume  He  bzw.
H@e. Ist nun  P=(P1, P2, P3)æ¸3  ein Punkt, so liegt einer der Fälle

«P-R|SfiT»  {>0
=0
<0

  vor.

Im ersten Fall liegt  P  im Halbraum, in den  SfiT  zeigt. Im zweiten Fall liegt  P auf der Ebene.
Im dritten Fall liegt  P  in jenem Halbraum, in den  SfiT  nicht zeigt.

Zwei Geraden in der Ebene

7 Hat man zwei Geraden   g  und  h  in der Ebene  ¸2  durch Gleichungen
(1) a1.x+b1.y+c1=0  und
(2) a2.x+b2.y+c2=0  gegeben, und sind  (a1, b1), (a2, b2)  linear unabhängig, so
schneiden sich die beiden Geraden in jenem Punkt  P=(P1, P2), welcher das Gleichungs-
system eindeutig löst.

7 Ist die zweite Gerade durch eine Parametrisierung
j:¸–¸2:t—Q+t.R=(Q1+t.R1, Q2+t.R2)  mit  (-b1, a1), (R1, R2)

linear unabhängig gegeben, so bekommen wir den Schnittpunkt  P=(P1, P2), indem wir
x=Q1+t.R1  und  y=Q2+t.R2  in die erste Gleichung einsetzen, somit
a1.(Q1+t.R1)+b1.(Q2+t.R2)+c1=0  erhalten und daraus t=-(a1.Q1+b1.Q2)/
(a1.R1+b1.R2)Ft0 berechnen. Dies ergibt dann den Schnittpunkt  P=Q+t0.R.

7 Ist aber auch die erste Gerade durch eine Parametrisierung
y:¸–¸2:s—S+s.T=(S1+s.T1, S2+s.T2)  mit  (R1, R2), (T1, T2)

linear unabhängig gegeben, so erscheint der Schnittpunkt  P  bei den Parameterwerten  t=t0
und  s=s0, welche die eindeutigen Lösungen des Gleichungssystems
(3) Q+t.R=S+s.T  [=P], also  Q1+t.R1=S1+s.T1  [=P1]  und  Q2+t.R2=
S2+s.T2 [=P2]  sind. Der Punkt  P  ergibt sich dann sowohl durch  P=Q+t0.R  als auch
durch  P=S+s0.T. Die Berechnung erfolgt trickreich aus  (3), indem man das innere Produkt
mit  Tì≠(-T2, T1)  bildet und so
(4) «Q|Tì»+«t.R|Tì»=«S|Tì»+«s.T|Tì», also  «Q|Tì»+t.«R|Tì»
=«S|Tì», und somit
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t=t0=
«S|Tì»-«Q|Tì»

«R|Tì»
=
«S-Q|Tì»
«R|Tì»

  bekommt .

Eine Gerade und eine Ebene im Raum

7 Hat man eine Gerade  g  und eine Ebene  e  im Raum  ¸3  gegeben und zwar durch
Gleichungen
(1) a1.x+b1.y+c1.z+d1=0
(2) a2.x+b2.y+c2.z+d2=0
(3) a3.x+b3.y+c3.z+d3=0, wobei  (1)  und  (2)  Gleichungen von Ebenen sind, deren
Schnitt die Gerade  g  ist und  (3)  die Ebene  e  beschreibt, so bekommen wir einen
eindeutigen Schnittpunkt  P=(P1, P2, P3)=(x, y, z)  von  g  mit  e  [wenn  (a1, b1, c1), (a2,
b2, c2), (a3, b3, c3)  linear unabhängig sind] als Lösung des Gleichungssystems  (1), (2),
(3).

7 Ist die Gerade  g  durch die Gleichungen  (1) und  (2)  und die Ebene  e  durch eine
Parametrisierung

j:¸2–¸3:(l, m)—R+l.S+m.T  (S, T  linear unabhängig) gegeben,
so ist  (a*, b*, c*)≠SfiT  ein Normalenvektor der Ebene  e  und somit
(3)* a*.x+b*.y+c*.z-(a*.R1+b*.R2+c*.R3)  eine Gleichung, welche die Ebene  e
beschreibt. Wir bekommen einen eindeutigen Schnittpunkt  P=(P1, P2, P3)=(x, y, z)  von  g
mit  e  [da  (a1, b1, c1), (a2, b2, c2), (a*, b*, c*)  linear unabhängig sind] als Lösung des
Gleichungssystems  (1), (2), (3)*.

7 Ist die Gerade  g  durch eine Parametrisierung
y:¸–¸2:r—U+r.V  mit  V£(0, 0, 0)  und die Ebene  e  durch die

Gleichung  (3)  gegeben, so erscheint der Schnittpunkt  P  beim Parameterwert  r=r0, welcher
die Gleichung  [U+r.V  für  (x, y, z)  in  (3)  eingesetzt]

a3.(U1+r.V1)+b3.(U2+r.V2)+c3.(U3+r.V3)+d3=0  erfüllt. Die Lösung
r=r0  ist eindeutig, wenn  «(a3, b3, c3)|V»£0, also  g  nicht parallel zu  e  liegt. Es ist dann
P=U+r0.V.

7 Sind schliesslich sowohl die Gerade  g  durch eine Parametrisierung 
y:¸–¸2:r—U+r.V  mit  V£(0, 0, 0)  als auch die Ebene  e  durch eine

Parametrisierung
 j:¸2–¸3:(l, m)—R+l.S+m.T  (S, T  linear unabhängig)  gegeben, so

erscheint der Schnittpunkt  P  bei den Parameterwerten  r=r0, l=l0, m=m0, welche die
eindeutigen Lösungen des Gleichungssystems
(3) U+r.V=R+l.S+m.T  [=P], also

U1+r.V1=R1+l.S1+m.T1 [=P1]
U2+r.V2=R2+l.S2+m.T2 [=P2]
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U3+r.V3=R3+l.S3+m.T3 [=P3]  sind.
Die Lösung ist eindeutig, wenn  V, S, T  linear unabhängig sind. Der Punkt  P  ergibt sich dann
sowohl durch  P=U+r0.V  als auch durch  P=Q+s0.R+t0.S. Wieder ein Trick: Ist
W≠SfiT, und multiplizieren wir die Gleichung  (3)  innerlich mit  W, so erhalten wir
«U|W»+ r.«V|W»=«R|W»+l.«S|W»+m.«T |W» , also «U|W» +
r.«V|W»=«R|W», also

rFr0=(«R|W»-«U|W»)/(«V|W»)=(«R-U|W»)/(«V|W»)

Symmetralen

7 Sind zwei Punkte  P=( P 1, P2) , Q=(Q 1, Q2)æ¸ 2   gegeben, so ist die
Streckensymmetrale der Strecke  PQ  durch

s={(x, y):|(x, y), P|=|(x, y), Q|}œ¸2  definiert.

(x, y)

P

Q

s

Für einen Punkt  (x, y)  der Streckensymmetrale gilt also  |(x, y), P|=|(x, y), Q|  und dies
ist genau dann der Fall, wenn  |(x, y), P|2=|(x, y), Q|2, also wenn

«(x, y)-P|(x, y)-P»=«(x, y)-Q|(x, y)-Q», also «(x, y)|(x, y)»-
2.«(x, y)|P»+«P|P»=«(x, y)|(x, y)»-2.«(x, y)|Q»+«Q|Q», also wenn

-2.«(x, y)|P»+«P|P»=-2.«(x, y)|Q»+«Q|Q», also

(3) 2.«(x, y)|Q-P»+«P|P»-«Q|Q»=0.

Damit ist die Streckensymmetrale durch die Gleichung einer Geraden  g  beschrieben.

7 Satz: Die Streckensymmetrale  s  steht senkrecht auf der Strecke  PQ.
Beweis:  Aus  (3)  geht hervor, dass  Q-P  ein Normalenvektor auf die Streckensymmetrale
ist.

7 Daraus lässt sich eine Parametrisierung der Streckensymmetrale herleiten:

j:¸–¸2:t— 
Q-P

2
+t.(Q-P)ì, mit
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(Q-P)ì≠(P2-Q2, Q1-P1).

7 Sind zwei Punkte  P=(P1, P2, ,P3), Q=(Q1, Q2, Q3)æ¸3  gegeben, so ist die Strec-
kensymmetrale  der Strecke  PQ  analog durch

s={(x, y, z):|(x, y, z), P|=|(x, y, z), Q|}  definiert.

P

Q

(x, y, z)

s

Die analoge Rechnung wie vorhin führt zur Gleichung einer Ebene  e
(4) 2.«(x, y, z)|Q-P»+«P|P»-«Q|Q»=0,

welche die räumliche Streckensymmetrale beschreibt.

7 Satz: Die Strecke  PQ  steht senkrecht auf der Streckensymmetrale  s=e.
Beweis:  Aus  (4)  geht hervor, dass  Q-P  ein Normalenvektor auf die Streckensymmetrale
s  ist.

7 Sind zwei Geraden  g, h  in der Ebene ¸2  gegeben, so sind die Winkelsymmetralen  der
beiden Geraden durch

W={(x, y):|(x, y), g|=|(x, y), h|}  definiert.
7 Sind die Geraden durch Gleichungen

a1.x+b1.y+c1=0  bzw.
a2.x+b2.y+c2=0  gegeben, so gehen wir zu deren Hesseschen Normalformen über

und haben dann für die Abstände eines Punktes  (x, y)æ¸2  von den Geraden die Formeln

|(x, y), g|=| a1.x+b1.y+c1

…(a1, b1)…
|  und  |(x, y), h|=| a2.x+b2.y+c2

…(a2, b2)…
|.

Auf den beiden Winkelsymmetralen liegen also jene Punkte  (x, y)æ¸2, welche

| a1.x+b1.y+c1

…(a1, b1)…
|=| a2.x+b2.y+c2

…(a2, b2)…
|, also die Geradengleichung

(3)
a1.x+b1.y+c1

…(a1, b1)…
=+

a2.x+b2.y+c2

…(a2, b2)…
  oder die Geradengleichung

(4)
a1.x+b1.y+c1

…(a1, b1)…
=-

a2.x+b2.y+c2

…(a2, b2)…
  erfüllen.
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g

h

W

W

7 Die beiden Winkelsymmetralen stehen aufeinander senkrecht. Das sieht man so:
Wir formen  (3)  und  (4)  um in

( a1

…(a1, b1)…
-

a2

…(a2, b2)…
).x+( b1

…(a1, b1)…
-

b2

…(a2, b2)…
).y+D1=0  bzw.

( a1

…(a1, b1)…
+

a2

…(a2, b2)…
).x+( b1

…(a1, b1)…
+

b2

…(a2, b2)…
).y+D1=0.

Jetzt können wir die Normalenvektoren  N1  und  N2  auf die beiden Winkelsymmetralen
einfach ablesen und deren inneres Produkt bilden. So folgt

«N1|N2»=

=( a1
2

…(a1, b1)…2-
a2

2

…(a2, b2)…2 )+( b1
2

…(a1, b1)…2-
b2

2

…(a2, b2)…2 )=

=
a1

2+b1
2

…(a1, b1)…2-
a2

2+b2
2

…(a2, b2)…2=1-1=0. ˝

7 Sind die Geraden  g  und  h  durch Parametrisierungen
j:¸–¸2:t–A+t.B  bzw.
y:¸–¸2:s—C+s.D  gegeben, so behandeln wir zuerst den Fall  A=C. In

diesem Fall normieren wir die Richtungsvektoren  B  und  D  durch

B*≠
B
…B…

  und  D*≠
D
…D…

   und  erhalten Parametrisierungen der

Winkelsymmetralen durch  c:¸–¸2:t—A+t.(B*±D*).

B*

D*W

W
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7 Die Orthogonalität der beiden Winkelsymmetralen lesen wir am inneren Produkt ihrer
Richtungsvektoren

«(B*+D*)|(B*-D*)»=«B*|B*»-«D*|D*»=1-1=0  ab.

7 Haben wir die Voraussetzung  A=C  nicht zur Verfügung, so können wir für einen Punkt
(x, y)æ¸2  rechnen

|(x, y), g|=|«Bì|(x, y)-A»
…Bì…

| und  |(x, y), h|=|«Dì|(x, y)-C»
…Dì…

|.

Und so bekommen wir die Geradengleichungen
«Bì|(x, y)-A»

…Bì…
=±

«Dì|(x, y)-C»
…Dì…

  für die beiden Winkelsymmetralen.

Spiegelung, Reflexion und Brechung

7 Ist eine Gerade  g  in der Ebene und ein Punkt  P=(P1, P2)  gegeben, so wird jener Punkt
P*=(P*

1, P*
2)æ¸2, für den die Gerade  g  die Streckensymmetrale von  PP*  ist, als der

um  g  gespiegelte Punkt  P  bezeichnet.

g

P

P*

Q

Wir berechnen zuerst die Projektion  Q  von  P  auf  g  wie gehabt. Dann ergibt sich
P*=P+2.(Q-P)=2.Q-P.

7 Analog spiegelt man einen Punkt  P  an einer Ebene  e.

e

P

P*

Q
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7 Eine Gerade  g  in der Ebene  ¸2  kann an einer weiteren, dazu nicht parallelen Geraden  h
gespiegelt werden. Dies führt zur gespiegelten Geraden  g*, sodass  h  zu einer Win-
kelsymmetralen von  g  und  g*  wird. Die andere Winkelhalbierende ist dabei die zu  h
normale Gerade durch den Schnittpunkt  Q  von  g  und  h.

g

g*

h

Q

s h

Q

a
a@

L
o
t

s

Bei  Q  entsprechend zusammengesetzte gerichtete Halbgeraden von  g  und  g*  heissen ein
(Licht-)Strahl  s  mit Reflexion an  h  bei  Q. Man spricht in dieser Situation (siehe Skizze)
vom  Einfallswinkel  a = Ausfallswinkel  a@  und vom Lot auf  h  bei  Q  und von einer
Richtung des Strahls  s, welcher sich aus einem eintreffenden Halbstrahl und einem
ausgehenden Halbstrahl zusammensetzt. Nun nehmen wir an, dass der eintreffende Halbstrahl
durch

j:¸–¸2:t—A+t.B  parametrisiert ist und der ausgehende Halbstrahl in der
Form

y:¸–¸2:t—C+t.D  parametrisiert werden soll.
Diese beiden Parametrisierungen sollen so sein, dass mit wachsendem  t  die beiden
Halbstrahlen in der vorgegebenen Richtung durchlaufen werden. Wir teilen den Richtungs-
vektor  B  des eintreffenden Halbstrahles in eine Komponente  Bn  parallel zum Lot und eine
Komponente  Bt  parallel zur Geraden  h,  indem wir einen normierten Normalenvektor  N  zu
h  verwenden und so  Bn= « N |B » . N  und  Bt= B- B n , also  B=
Bt+Bn  bekommen. Wir sehen an der Formel für  Bn, dass das Resultat dasselbe ist, wenn wir
N  durch  -N  ersetzen.

g

g*

h
Q

N

Bt

B

Bn

Bt

-

Bn

D
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Der Richtungsvektor des ausgehenden Halbstrahles ist nun einfach  D=Bt-Bt. Meist wird für
C  der Schnittpunkt  Q  von  g  und  h  gewählt.

7 Die räumliche Variante dieser Aufgabe entsteht durch Spiegelung einer Geraden  gœ¸3  an
einer Ebene  eœ¸3. Bezeichnet nun   N  einen Normalenvektor der Ebene  e, so bekommen
wir formal dieselbe Rechnung wie im ebenen Fall.

Beispiel: Der Tripelspiegel
Wir denken uns den positiven Oktanden durch  3  spiegelnde Viertelebenen vom Raum  ¸3

abgeteilt.

R

S

T

s

s

x
y

z

Der eintreffender Lichtstrahl  s  habe den Richtungsvektor  B=(a, b, c)  mit   a, b, c<0.
Die erste Reflexion möge am Punkt  R  in der  y, z-Ebene stattfinden. Danach hat der
Richtungsvektor des Lichtstrahles die Form  B@=(-a, b, c), weil der Normalenvektor der  y,
z-Ebene in die Richtung der  x-Achse zeigt. Die nächste Reflexion möge am Punkt  S  in der  x,
z-Ebene stattfinden. Danach hat der Richtungsvektor des Lichtstrahles die Form  B”=(-a,
-b, c), weil der Normalenvektor der  x, z-Ebene in die Richtung der  y-Achse zeigt. Die letzte
Reflexion möge am Punkt  T  in der  x, y-Ebene stattfinden. Danach hat der Richtungsvektor
des Lichtstrahles die Form  B#=(-a, -b, -c), weil der Normalenvektor der  y, z-Ebene in
die Richtung der  z-Achse zeigt. Das bedeutet also, dass durch die dreifache Reflexion am
Tripelspiegel eine Umkehr des Richtungsvektors des Lichtstrahles bewirkt wird.

7 Definition: Läuft ein Lichtstrahl durch ein optisches Medium mit dem Brechungsindex
n≥1 von einem Punkt  A  zu einem Punkt  B, so bezeichnet man die mit  n  multiplizierte
Länge der Strecke von  A  bis  B  als die optische Weglänge, die der Strahl von  A  nach  B
durchläuft.

7 Minimalprinzip bei der Brechung:
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Geht ein Lichtstrahl von einem Punkt  A  in einem optischen Medium mit Brechungsindex  n1

durch eine ebene Trennfläche zu einem Punkt  B  in einem optischen Medium mit Bre-
chungsindex  n2, so wird er bei jenem Punkt  Q  der Trennfläche gebrochen, für den die Sum-
me

n1.…Q-A…+n2.…B-Q…=Min!  ist.

Daraus folgt das Snellius
,
sche Brechungsgesetz:

n1.sin (a1)=n2.sin (a2)  [a1, a2  sind die Masse der Winkel, welche der eintreffende
bzw. austretende Lichtstrahl mit dem Lot auf die Trennfläche einschliesst.]

a1 a1

a2

a2

a

b a-b

c

d

A

Q

B

n1

n2

Trennfläche

L
ot

Beweis: Wir suchen das Minimum der Funktion

F:¸–¸:b—n1.…Q-A…+n2.…B-Q…=n1.√c2+b2+n2.√d2+(a-b)2.
Es ist bei jenem Wert von  b  zu finden, bei dem

0=F@(b)=n1.
2.b

2.√c2+b2
-n2.

2.(a-b)

2.√d2-(a-b)2
=n1.sin (a1)-n2.sin (a2). ˝

7 Wir nehmen nun an, dass der eintreffende Strahl durch
j:¸–¸3:t—Q+t.U  mit  …U…=1 parametrisiert ist und fordern, dass der

austretende Strahl durch
y:¸–¸3:t—Q+t.V  mit  …V…=1  parametrisiert werden soll.
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Weiters sei  N  mit  …N…=1  einer der beiden Richtungsvektoren des Lotes. Nun zerlegen wir
U  in eine Komponente  Un  parallel zum Lot und eine Komponente  Ut  parallel zur
Trennfläche, indem wir  Un=«N|U».N  und  Ut=U-Un, also  U=Ut+Un  bekommen.
Analog seien die Vektoren  Vn=«N |V».N  und  Vt=V-V n, also mit  V=
Vt+Vn  definiert. Nun ist  sin (a1)=…Ut…, sin (a2)=…Vt…, also [Snellius]

…Vt…=
n1
n2
.…Ut…, und weil  Vt  in dieselbe Richtung wie  Ut  zeigt, haben wir

Vt=…Vt….
Ut

…Ut…
=

n1
n2
.…Ut….

Ut

…Ut…
=

n1
n2
.Ut.

Weiters ist

Vn=…Vn….N=√1-…Vt…2.N  und somit bekommen wir schliesslich

V=Vt+Vn=
n1
n2
.Ut+√1-( n1

n2
.…Ut…)2

.N=

=
n1
n2
.Ut+√1-( n1

n2
.sin (a1))2

.N=

=
n1
n2
.(U-«N|U».N)+√1-( n1

n2
.sin (a1))2

.N.

g h

N

F

B
«B|N»

.N

B@

F@

Q

N* a@

a

U

V
n

n@

Da  …B…=1  vorausgesetzt ist, haben wir  …F…=sin (a), und da  …B@…  sein soll, haben
wir (siehe Skizze!)  …F@…=sin (a@). Das Snelliussche Brechungsgesetz bekommt nun die
Form

(3)
…F…
…F@…

=
n
n@

, sodass für die weitere Rechnung die Winkelfunktion Sinus eliminiert

ist, und somit bekommen wir

F@=
F
…F…

. … F @ … = [ wegen  ( 3 ) ] =
F
…F…

.n@.
…F…

n
=

n@
n
.F=

=
n@
n
.(B+«B|N».N). Aus dem rechtwinkligen Dreieck  QUV  lesen wir ab, dass

…N*…=√…B@…2-…F@…2=√1-…F@…2. Es ist der Einheitsvektor
N*

…N*…
=-

«B|N».N
…«B|N».N…

=-
«B|N».N

|«B|N»|.…N…
=-(sign («B|N»)).N
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und somit

N*=
N*

…N*…
.…N*…=-(sign («B|N»)).√1-…F@…2.N.

Nun bekommen wir schliesslich  B@=N*+F@. Wir bemerken, dass sämtliche Berechnungen
ohne Zuhilfenahme von Winkelfunktionen möglich sind.

Aufgaben

7 Gegeben sei eine Gerade  g  im Raum durch eine Parametrisierung
j:¸–¸3:t—P+t.a  mit  a£o.

Gesucht ist die Ebene  e, welche senkrecht zur Geraden  g  liegt und die Gerade  g  im Punkt  P
schneidet.
Lösung: Sei  x≠(x, y, z). Nun liegt ein Punkt  Qæ¸3  genau dann auf der gesuchten
Ebene  e, wenn  (Q-P)ìa, also wenn  «Q-P|a»=0. Daher beschreibt die lineare Glei-
chung  «x-P|a»=0  die gesuchte Ebene  e.

7 Gegeben sei ein Vektor  aæ¸3  mit  a£o. Gesucht sind Vektoren  b, cæ¸3  mit  b,
c£ o, sodass die drei Vektoren  a, b, c  paarweise aufeinander senkrecht stehen und
Det (azbz c)>0, also ein sogenanntes Rechtsdreibein bilden.
Lösung:  Wir entgehen der Qual der Wahl, indem wir einfach definieren

aì≠{(-a2, a1, 0)

ei

falls a1, a2, a3£0

falls i der kleinste Index ist, für den ai=0
 .

Offensichtlich gilt dann «a, aì»=0  und wir können daher  b=aì  und  c=afiaì

wählen.

7 Gegeben sei die Gleichung  a.x+b.y+c=0  einer Geraden  g  in der Ebene  ¸2  mit  (a,
b)£(0, 0). Gesucht ist eine Parametrisierung der Geraden.
Lösung:  Sind  (x1, y1)  und  (x2, x2)  zwei Punkte auf der Geraden  g, so ist

v≠(x1, y1)-(x2, y2)=(x1-x2, y1-y2)  ein Richtungsvektor der Geraden.
Weiters gilt  a.x1+b.y1+c=0  und  a.x2+b.y2+c=0. Es folgt durch Subtraktion der
beiden Gleichungen  a.(x1-x2)+b.(y1-y2)=0, also   «(a, b)|v»=0. Damit ist bis auf ein
Vielfaches  v=(-a, b). Nun wählen wir einen Punkt  P=(P1, P2)  auf der Geraden durch die
Vorschrift

P=P(a, b, c)≠{(0,-c/b)

(c/a, 0)

falls a£0

falls a=0
 .

Somit bekommen wir für die Gerade  g  die Parametrisierung
j:¸–¸2:t—P(a, b, c)+t.(-a, b).

7 Gegeben sei die Gleichung  a.x+b.y+c.z+d=0  einer Ebene  e  im  ¸3  mit
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(a, b, c)£(0, 0, 0). Gesucht ist eine Parametrisierung dieser Ebene.
Lösung: Es ist wiederum  a≠(a, b, c)  ein Vektor, welcher normal auf die Ebene steht.
Dies sieht man so: Ist  P  ein beliebiger Punkt der Ebene, so folgt 0=«x|a»+d=
«x|a»-«P|a»+«P|a»+d=«x-P|a»+«P|a»+d=[weil  P in der Ebene liegt, ist
«P|a»+d=0]=«x-P|a». Nun ist jeder Vektor, der parallel zur Ebene liegt, von der Form
x-P. Daher steht also  a  auf jedem solchen Vektor senkrecht. Daher sind die Vektoren
b≠aì  und   c≠afiaì  parallel zur Ebene,  und ist  P  ein beliebiger Punkt in der Ebene,
so besitzt diese die Parametrisierung

j:¸2–¸3:(l, m)—P+l.b+m.c. Wir müssen nur noch einen Punkt  P  der
Ebene finden, und dies geschieht durch folgenden Algorithmus:

P=Q(a, b, c, d)≠{(-d/a, 0, 0)

(0,-d/b, 0)

(0, 0,-c/d)

falls a£0

falls a=0 und b£0

falls a=0 und b=0

.

7 Gegeben seien die Parametrisierungen zweier Geraden  g  und  h  durch
j:¸–¸3:t—A+t.v  bzw.
y:¸–¸3:t—B+t.w. Wir nehmen an, dass sich die beiden Geraden nicht

schneiden (man sagt, dass sie zueinander windschief liegen) und dass  v, w  nicht linear
abhängig sind. Wir fragen nach den Punkten  Pæg  und  Qæh, für welche die Distanz  |P,
Q|=min!.
Lösung: Es gibt viele Lösungsansätze für dieses Problem. Wir argumentieren so: Der Vektor
Q-P  steht senkrecht auf den Richtungsvektoren  v  und  w. Daher ist

Q-P=a0.vfiw  mit einem passenden  a0æ¸. Weiters ist
P=A+t0.v  und  Q=B+s0.w  mit passenden  s0, t0æ¸.

a
0.vfiw

B

A

P=A+t0.v

Q=B+s0.wg

h

Somit haben wir für  t0, s0, a0  das System von drei linearen Gleichungen (pro Komponente
eine Gleichung)
(3) A+t0.v+a0.vfiw=B+s0.w.
Um  a0  zu berechnen, können wir folgendermassen vorgehen:



223

R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil2   27. August 1956

Das Skalarprodukt mit  vfiw  ergibt
«A|vfiw»+t0.«v|vfiw»+a0.«vfiw|vfiw»=
«B|vfiw»+s0.«w|vfiw», also
«A|vfiw»+t0.0+a0.«vfiw|vfiw»=
«B|vfiw»+s0.0, woraus

a0=
«B|vfiw»-«A|vfiw»

«vfiw|vfiw»
=
«(B-A)|vfiw»
«vfiw|vfiw»

  folgt.

Somit ist
|P, Q|=…Q-P…=…a0.vfiw…=|a0|.…vfiw….

Aber auch  s0  und  t0  und somit  P  und  Q  sind aus dem Gleichungssystem  (3)  zu
berechnen.

7 Gegeben sei eine Gerade  g  und ein Punkt  P  im  ¸3. Gesucht ist der Punkt  Q  auf der
Geraden  g, welcher von  P  den kürzesten Abstand hat. Weiters ist  |P, Q|  gesucht.
Lösung: Sei die Gerade  g  durch eine Parametrisierung

j:¸–¸3:t—A+t.v  gegeben.
Der Vektor  PQ  steht senkrecht auf dem Richtungsvektor  v. Der Punkt  Q  hat die Form
Q=A+t0.v. Wir bestimmen daher  t0  so, dass  «PQ|v»=0  gilt, und rechnen somit
0=«PQ|v»=«P-A-t0.v|v»=«P-A|v»-t0.«v|v», woraus

t0=
«P-A|v»
«v|v»

  folgt.

Es ist daher

Q=A+
«P-A|v»
«v|v»

.v.

Weiters ist

|P, Q|=√«PQ|PQ»=√«Q-P|Q-P».

7 Gesucht ist die Spitze  S  eines Simplex (=dreiseitige Pyramide), welches durch die
Eckpunkte  A, B, C  des Grundflächendreieckes  ABC  und die Kantenlängen  u=…S-A…,
v=…S-B…,  w=…S-C…  laut Zeichnung gegeben ist.
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A

S

Simplex

B

C

ab

c

w

v

u

F

S@

v

u

w

g

Lösung: Die Aufgabe hat zwei Lösungen, S  und  S@, wobei die Gerade  g  durch  S  und  S@
senkrecht auf der Grundfläche  ABC  des Simplex steht. Es gilt  …A-S…2=u2, …B-
S…2=v2,…C-S…2=w2, also
(3) «A-S|A-S»=«A|A»-2.«S|A»+«S|S»=u2,
(4) «B-S|B-S»=«B|B»-2.«S|B»+«S|S»=v2,
(5) «C-S|C-S»=«C|C»-2.«S|C»+«S|S»=w2.
(4)-(3)  bzw.  (5)-(4)  ergibt:
(1) 2.«S|A-B»=-u2+v2+«A|A»-«B|B»,
(2) 2.«S|B-C»=-v2+w2+«B|B»-«C|C».
Die Bedingungsgleichungen  (3), (4), (5)  ergeben die Punkte  S  und S@.  Aus ihnen folgen
die [damit schwächeren Bedingungen]  (1)  und  (2), welche zwei Ebenen  EBA  und  ECB
beschreiben, auf deren Schnittgerade  g  die Punkte  S  und  S@  liegen. Da  S  und  S@
symmetrisch durch Grundfläche  ABC  des Simplex liegen, steht die Gerade  g  senkrecht zu
dieser Grundfläche. Wir bevorzugen für die weitere Rechnung  die schwächeren Bedingungen
(1)  und  (2)  gegenüber den starken Bedingungen  (3), (4), (5), weil  (1)  und  (2)  in  S
lineare Gleichungen sind, aber im Gegensatz dazu (3), (4), (5)  in  S  quadratische
Gleichungen sind. Nun berechnen wir den Fusspunkt  F  der Höhe von  S  aus auf das
Grundflächendreieck  ABC. Die Ebene des Grundflächendreickes steht normal zur
Schnittgeraden  g. A-B  ist ein Normalenvektor von  EBA  und  B-C  ist ein Normalenvektor
von  ECB. Daher ist

(p, q, r)≠(A-B)fi(B-C)
ein Richtungsvektor von  g  und es beschreibt somit
(3)* «(x, y, z)|(A-B)fi(B-C)»=
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«C|(A-B)fi(B-C)»=«C|AfiB»=
Det (A, B, C)  die Ebene des Grundflächendreieckes. Zusammen mit  [setzt man  (x, y, z)  für
S  in  (1)  und  (2), so gewinnt man ein Gleichungssystem  (1)*, (2)*  für  g]

(1)* «(x, y, z)|A-B»=2.(-u2+v2+«A|A»-«B|B»),

(2)* «(x, y, z)|B-C»=2.(-v2+w2+«B|B»-«C|C»)  haben wir nun ein lineares
Gleichungssystem  (1)*, (2)*, (3)* für den eindeutig gegebenen Fusspunkt  F. Nun betrachten
wir das rechtwinklige Dreieck  CFS  [bzw.  CFS@], und lesen daraus ab

…F-C…2+…S-F…2=w2, also

…S-F…=√w2-…F-C…2.
Daraus folgt schliesslich

S=F+…S-F….
(A-B)fi(B-C)
…(A-B)fi(B-C)…

.
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